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Rozdziat 1.

ODKRYWAMY | STOSUJEMY
ALGORYTMY

Wiekszos¢ programistow programuje nie dlatego,
ze spodziewa sie zaptaty lub uwielbienia ttumow,

ale dlatego, ze programowanie jest dla nich zabawg"
— Linus Torvalds?

1.1. Wstep

Celem kazdego podrecznika jest zaznajomienie uczniéw z nowymi dla nich informacjami
2 danej dziedziny i pokazanie, jak mozna je zastosowac w praktyce. Ze wzgledu na zroz-
nicowany poziom wiedzy informatycznej u uczniow szkot ponadgimnazjalnych niniejsza
publikacja zostala zaplanowana tak, ze kolejno$¢ realizacji poszczegélnych zagadnien jest
praktycznie dowolna. Niektére z nich zostaly omoéwione dokladnie, a inne s3 tylko zasyg-
nalizowane, co daje czytelnikom mozliwo$¢ samodzielnego wyszukiwania optymalnego

rozwigzania.

Osoby, ktére juz miaty do czynienia z programowaniem, mogg opuscic informacje zawarte
we wstepie. Przedstawiono tutaj najwazniejsze konstrukcje i polecenia, ktorych analiza po-
winna wystarczy¢ do zapoznania si¢ ze specyfika jezyka C++.

Jezeli natomiast przedstawione informacje wydadzg si¢ zbyt lakoniczne, warto si¢g-
naé po podrecznik Informatyka Europejczyka dla szk6t ponadgimnazjalnych — zakres
rozszerzony, cze$¢ 1, rozdziat 3, ,,Programowanie jezyku C++".

Co jest potrzebne do pisania dobrych programoéw? Przede wszystkim wiedza matema-
tyczna i umiejetno$¢ logicznego (algorytmicznego) myslenia — znajomosc polecen jezyka
jest sprawa wtérna. Na pewno zgodzisz sie ze mna, ze osoba, ktora potrafi sig porozuimie-
wa¢ w kilku jezykach, wcale nie musi by¢ autorem bestsellerowych ksigzek! Zresztg zawsze
mozna zajrze¢ do stownika. Tak samo w programowaniu — najwazniejsza jest koncepcja

e

1 Linus Benedict Torvalds — finski programista, tworca jadra Linuksa.



rozwigzania problemu. Kodowanie jest o wiele prostsze ©. Przeciez — tak jak ze stowni-
kéw — mozemy korzystac z dotgczone; dokumentaciji, jezeli nie pamigtamy sposobu za-
pisu jakiejs konstrukgcji.

Zaczynamy. Milej zabawy ©.

e

Algorytm jest skonczonym ciggiem zdefiniowanych czynnosci (zadan) prowadzacych
do okreslonego celu (wyniku).

Program jest to algorytm napisany w jezyku programowania.

| =

W naszej podrozy po algorytmach do ich implementacji bedziemy stosowa¢ jezyk C++
(Srodowisko Dev-C++ ver. 4.9.9.2 na licencji GNU).

1.2, Struktura programu

Program w jezyku C++ sklada si¢ z czedci deklaracyjnej i operacyjne;j.

Czesc deklaracyjna

Deklarujemy w niej elementy programu, ktére sg wykorzystywane w czeéci operacyjnej,
oraz dotgczamy biblioteki dyrektywa include:

#include <nazwa biblioteki>

W celu uniknigcia problemu konfliktu nazw (gdy kilka obiektéw lub funkcji ma takie same
nazwy) uzywamy tzw. przestrzeni nazw. W naszych przyktadach bedziemy sie ogranicza¢
do standardowej — std.

using namespace std;

CzeS¢ operacyjna

Zawiera funkcje main (,ciato glowne” naszego programu), od ktdrej program rozpoczyna
swoje dzialanie:

int main ()
{

system ("pause");

return 0;

}

Instrukcja system("pause") zatrzymuje wywolane okno konsoli (zebysmy zdazyli prze-
czytaC wyniki na ekranie).



program wysylany na konkurs (olimpiade) jest sprawdzany przez specjalne narzedzia,
tzw. sprawdzarki. W takim przypadku instrukeje nalezy usunac albo poprzedzi¢ sym-

bolem komentarza —//system("pause” ).

Do zwracania wartoscl przez funkcje uzywamy polecenia return.

Jezeli funkcja main zwraca wartoéé 0, oznacza to prawidlowe wykonanie programu (suk-
ces); inna warto$¢ jest interpretowana jako blad.

7mienne w programie mozemy deklarowa¢ wewnatrz funkcji (zmienne lokalne) lub przed
rozpoczeciem funkcji main (zmienna globalna).

7mienna lub stata zadeklarowana jako globalna jest dostepna w caltym kodzie programu,
natomiast lokalna — jak sama nazwa wskazuje — lokalnie, czyli wewngtrz funkcji lub pro-
cedury, w ktorej zostata zadeklarowana.

e ——

Wiecej na temat struktury w podreczniku Informatyka Europejczyka dla szkét po-
nadgimnazjalnych — zakres rozszerzony, cze$é 1, rozdziat 3.2, ,Wprowadzenie do

programowania.

1.3. Lista bibliotek uzywanych w przyktadach

« iostrem — zawiera funkcje wejécia/wyjécia konsoli.

. cmath — to biblioteka funkcji matematycznych.

+ string — to biblioteka funkgji tekstowych (fanicuchéw znakow).

« algorithm — zawiera wiele funkcji z zaimplementowanymi algorytmami (bardzo wy-
godna i przydatna).

» cstdlib — to biblioteka funkcji zarzgdzajacych pamigcia, konwersji podstawowych ty-
péw danych, generowania liczb pseudolosowych.

« ctime — zawiera funkcje stuzgce do zarzgdzania czasem.

+ fstream — niezbedna do korzystania ze strumieniowych operacji plikowych (dostep do
plikéw dyskowych) w celu zapisu, pobierania lub modyfikacji danych.

1.4. Najczesciej uzywane typy danych
| przyktady deklaracji

Przed uzyciem w programie identyfikatora (statej, zmiennej) musimy go zadeklarowac,
czyli poda¢ nazwe oraz typ.



< Przyktady deklaracji >

Deklaracja zmiennych catkowitych:
int a, b;
long long x, y;

Deklaracja zmiennych rzeczywistych:
double p;

float x;

Deklaracja zmiennej typu logicznego (zmienna moze przyjmowac warto$¢ true lub false):

bool pierwsza;

Deklaracja zmiennej typu znakowego:

char znak;

Deklaracja tablicy 10-elementowej zawierajacej liczby catkowite (indeks pierwszego ele-
mentu wynosi 0, ostatniego — 9). Dostep do elementéw tablicy odbywa sie poprzez poda-
nie nazwy tablicy i indeksu elementu.

int tablica[10];

tablica[9]=18

Deklaracja zmiennej typu fanicuchowego — ciag znakéw. Dostep do poszczegdlnych ele-
mentow tancucha jest taki sam jak do elementéw tablicy.

string nazwa;

.... 1.5. Podstawowe konstrukcje algorytmiczne

1.5.1. Instrukcja warunkowa

StGSL}jem}’ Ja wtedy, gdy dalsze dziatanie programu jest uzaleznione od spelnienia warunku
okreslonego w instrukcji:

if (warunek) instrukcija;
else instrukcja;

lub
if (warunek) instrukcija;

else if (warunek) instrukcja;

else instrukcija;



W przypadku ciggu instrukcji stosujemy nawiasy klamrowe:
if (waruneRr)
{instrukcjal;

instrukcjal;

instrukcjan;

}

else if (warunek)
{instrukcjal;

instrukcja2;

instrukcjan;

¥

else
{instrukcjal;

instrukcjal;

instrukcjan;

--@#‘-‘_..—.-mw-.

_Przyktad

Fragment programu sprawdzajacego, czy wprowadzona zmienna jest parzysta:
if (a%2==0) cout<<"TAK";
else cout<<"NIE";

Operatory arytmetyczne

Dodawanie: +.

Odejmowanie: -.

Mnozenie: *.

Dzielenie catkowitoliczbowe: /.

Reszta z dzielenia: %.

Operatory poréwnania
Réwny: —i—

Mniejszy: <.



Wiekszy: >.
Wigkszy lub rowny: >=.
Mniejszy lub rowny: <=.

Rozny: !=.

Operatory logiczne

8& — iloczyn logiczny.

(a % 3 ==0) & (a % 5= =0) — wynik jest true, jezeli a dzieli si¢ przez 3 i przez 5.
| | — suma logiczna.

(a% 3 ==20) || (a % 5= =0) — wynik jest true, jezeli a dzieli sie przez 3 lub przez 5.
Odpowiednikiem true jest 1, odpowiednikiem false — 0.

Po napisaniu instrukcji:
cout <<(5>7);

wyswietlone zostanie 0.

1.5.2. Instrukcje iteracyjne

Stosujemy je przy wielokrotnym wykonywaniu okreslonego ciggu operacji.

—m ) S

lteracja — wielokrotne powtorzenie tego samego ciagu instrukcji, przy czym dane
wyjsciowe i-tej operacji sa wejsciowymi i+1.

[
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Jezeli wiemy, ile razy bedzie wykonana petla, stosujemy instrukcje for.

for (zmienna=wartosé poczqtkowa; zmienna<= wartosc_korcowas;
zmienna++)

{
cilqg instrukcji;

}

et B o e B i oy i
B ian.q,

K\rzyk’(ad \“‘s

e A, ey o e o

Fragment programu sumujacego liczby naturalne od 1 do 10:
for (int i = 1; i<=10; i++)

suma = suma + ij;



Jezeli liczba iteracji zalezy od spetnienia okreslonego warunku, stosujemy instrukcjewhile,
Warunek mozemy sprawdzac na poczatku petli (warunek wejécia) lub na koncu (waru-

nek wyjécia).

Na pﬂczqtku:
while (waruner)

i

cigg instruRcji;
I

Na koncu:
do
{

cigg instruRcji;

}

while (warunekr);

1.5.3. Operacje na taficuchach
tancuch jest to ciag znakéw (tablica znakéw zakonczona znakiem o kodzie 0).

Najczeséciej wykonywane operacje:

« dodawanie (konkatenacja) — +,

e relacyjne — >, <, ==, I=,

» sprawdzanie dlugosci tekstu T — T.size().

(Przyktady
Dla tanncuchéow 111 12:
T1="Puchatek ";

T2="1 przyjaciele’;

Konkatenacja:

cout<<T1+T2<<endl;

//Wynik — Puchatek 1 przyjaciele

Poréwnania:

cout<<(T1==T2)<<endl;

//Wynik — @
cout<<(T1>T2)<<endl;
//Wynik — @

Sprawdzanie dlugosci tancucha:
cout<<Tl.size()<<endl;
//Wynik — 9



1.6. Przyktady programéw wykorzystujacych
opisane konstrukcje

L L L

Wypisywanie wigekszej z dwoch liczb — zastosowanie instrukcji warunkowej

Program poréwnuje dwie liczby a i b. W zaleznosci od wprowadzonych wartosci zwraca
warto$¢ zmiennej a, b lub komunikat ,,Liczby sg rowne”.

#include <iostream>
using namespace std;
int main ()
{int a, b
//Wprowadzamy Liczby — wartosci zmiennych
cin >> a >> b;
//Sprawdzamy, czy a jest wiekRsze od b
if (a > b)
//Jezeli wynikR porownania jest prawdq — wypisujemy wartosc zmiennej a
cout<< a << endl,;
//W przeciwnym wypadRu. . .
else
//Sprawdzamy, czy liczby sq rowne
it {ar==b)
//Wypisujemy Romunikat "Liczby sq rowne”
cout << "Liczby sg rowne" << endl;
//W przeciwnym wypadku. . .
else
//Pozostata tylko ta opcja :-)
cout<< b << endl;
system("pause");

return 0;

h

Wypisywanie dzielnikéw liczby a — zastosowanie instrukcji iteracyjnej

Program wypisuje wartosci liczbowe zmiennej i, dla ktérych operacjaa % i (reszta z dzie-
lenia) zwraca 0.

#include <iostream>

using namespace std;

int main ()
r



//Deklarujemy zmiennq a (naszq Liczbe) oraz i (kandydata na dzielnik)
//Zmiennej 1 przypisujemy od razu wartosc rowng 2

int-a; 1 =2

//Wprowadzamy zmiennq

cin >> aj
//Jedynka na pewno jest dzielnikiem, wyplsujemy jq bez sprawdzania

Cﬂut << "1 'Il-;

//Sprawdzamy kandydatow na dzielniki do potowy Liczby

//Jezeli 1 jest mniejsze Lub rowne potowie Lliczby, wchodzimy do petli

while (i <= a/2)

//Sprawdzamy, czy reszta Z dzielenia a przez i jest rowna @
if (a % 1 == 0)

//Jezeli tak, wypisujemy 1

coutde L & T

//Zwiekszamy warto$¢ 1 o 1 i koriczymy petle. Zapis i++ jest
//rownowazny i = 1 + 1

//Jest to operator inkrementacji. Operator dekrementacji: i-- 1i++;

}
//Wypisujemy Liczbe a
cout << a << endl; system("pause");

return 9;

}

lle reszek, ile ortow — zastosowanie instrukgcji iteracyjnej

Program wykorzystuje liczby losowe do symulacji rzutow monet3. Przyjmujemy, Ze wylo-
sowana liczba nieparzysta odpowiada wyrzuceniu reszki, a parzysta — orfa.

#include <iostream>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

int main()

{

//Zmienne orly 1 reszki stuzq odpowiednio do zliczania zer
//1 jedyner

//Przyimujemy, Ze zero odpowladd wyrzuceniu orta, a jeden —
//wyrzuceniu reszki



" //bo losowania
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wamy funkcii rand(), ktéra Losuje Liczby

i d @ do RAND_MAX

,ffthtkﬂwita 7 zakresu ©
rzut = rand()%2;

{f (rzut==0)
orly++;
else
reszki++;

}

cuutcc"Heszkiu“{freazk1<{endl;
cout<<"Orty="<<orly<<endl;
system("pause”);
return ©;

}

Znajdowanie maksymalnej wartosci w tablicy z wylosowanymi liczbami —
zastosowanie instrukcji iteracyjne;

W algorytmie przyjmujemy, ze maksymalng wartos¢ ma pierwsza wylosowana liczba (maxg
= t[0]). Nastepnie porownujemy zmienng max z kolejng liczbg z tablicy — w przypa dkuﬂ
gdy liczba jest wieksza, zmienna max przyjmuje jej wartos¢, 3
#include<iostream>
#include <cstdlib>
#include <ctime>
using namespace std;
int main()
{
int i, t[10];
srand( time( NULL ) );

%/ﬂypetni-amy 10-elementowg tablice Liczbami od o do RAND MAX
ron (il = 95 4 < 10; 1i++) g
- t[i] = rand();

//Zmiennej max Przypisujemy warto<é plerwszeqo elementuy



int max=t[@];
//Pordwnujemy max: z kolejnymi elementami tapi4
cy

//Jeteli kolejny element tablicy fjest
//to smienna max przyjmuje te WﬂPiDSﬁ Wigkszy od wartosci

for (int i=1; 1<10; 1++)
if (t[1]>max)

max=t[1];
cnut<<max<<endl;

system("pause”);

peturn 9;
}

m sprawdzajacy, czy podany wyraz jest palindr
tanicuchach Omem — zastosowanie

max,

Prog ra
ngl’Et]i nd

S

palindroin — WyTaz, ktéry brzmi jednakowo czytany od lewej do prawej i od
prawe)

do lewej (palindromom przypisywano wlasciwosci magiczne @)

i ———

Prograr puréwnuje kolejno znaxi z lewej i prawej strony fancucha az do osiagniecia é
kowej pozZycjl lub poréwnania dwoch sgsiednich znakéw. Jezeli pg}éwn 13gniecia srf]d-
rbzne — program zwraca komunikat ,,Nie” 1 konczy dzialanie. Jezeli P*?tl?:ane : naki s
nana do korica (porownywane znaki byly jednakowe), program zwraca knma.:itlila? ‘R:{lz
" ;

ginclude <iostream>

#include <string>

using namespace std;

int main()

{ string wyraz;
cin>>wyraz;

//0bliczamy dtugosc wyrazu
int 1 = wyraz.size();

int 1 = ©;
//Dop6ki nie doszlismy do potowy wyrazu...

while (i <= 1/2)
//Poréwnujemy Litery (elementy tablicy) z lLewej strony z kolejnymi

//Literami z prawe]
{1f (wyraz[0]!=wyraz[1-1])
//Jezeli sq rozne, wypisujemy NIE
{cout <<"NIE"<< endl;

system("pause"”);



return a; .l
} ]
14+; 'l
} 3
cuut{c"TAH"f<Eﬂd15 B
X K
peturn ©; 'f

|

'~ Kazdy palindrom liczbowy w syste
dotyczy réwniez liczb lustrzanych (

mie dziesietnym jest podzielny przez 11, T, Zasady | |
liczby, ktore sa lustrzanym odbiciem),

|
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Program sprawdzajacy, czy podana liczba jest liczbg pierwszg — zastosowanje

instrukcji iteracyjnej

Liczba pierwsza dzieli si¢ tylko przez 11 sam3 siebie — nie ma innych dzielnikéw. W pro- 7
gramie sprawdzamy, czy reszta z dzielenia liczby a (kandydata na liczbe pierwsza) przez
liczbe 1 (kandydata na dzielnik), ktora przyjmuje kolejno wartosci od 2 do pierwiastka
kwadratowego z danej liczby, jest rozna od zera. Jezeli tak — liczba jest pierwsza i niema
dzielnikow roznych od 1 i samej siebie. W przeciwnym razie liczba nie jest pierwsza. Zna-
lezienie pierwszego dzielnika przerywa dalsze sprawdzanie,

#include <iostream>

#include <string>
#include <cmath>
using namespace std:
int main ()
{int a, 1=2;
/Vwbrawudzamy_pamncniczq zmienng prawda
bool prawda=true;
cinysa;

//W przypadku sprawdzania, czy (1
‘ Liczb
//5prawdzi¢ Liczby z zakrésu zd Z doa L

//pierwiasthowi Rwadratowemu danej (1

//Kazdy Rolejny dzielnip
est
//Wezesnies wartosci J wielokro

while (i*i<=a gg prawda)
{

dzielniki, wystarczy
wartosci roéwnej
czby (i*1 <= a)

tnosciq znalezionej

. e T 5 S . .
- b L .
& oo i il o Wy 3 s - = = =
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if (a%l==0)
prawda=false;

14+

}

//InstPUijﬂ warunkRowa zawiera zawsze operacie
//jest Jtrue” Lub ,false”. W przypadku zmtenny;h
/ymusimy wykonywac porownania, bo przyjmuiq tylko
/flﬂb ”fﬂLSE”

if (prawda) cout<<"TAK"<<endl;

ktdr‘ej wy”iktEm
Logicznych nie
wartosci L true”

else
cout¢<"NIE"<<endl;

system("pause”);

return 9,

}

program ,odwracajacy” 10-elementowq tablice — zastosowanie Instrukcji

iteracyjnej
7adaniem programu jest zamiana miejscami elementéw tablicy — , odwrécenie” Protay
pokazuje, jak mozna tego dokonac z wykorzystaniem funkcji swap.
ginclude <iostream>
ginclude <algorithm>
using namespace std;
int main ()
{int tablica[1@];
int 1;
srand(time(NULL));
for (i=0; 1<10; i++)

{

//Wypisujemy zawartosc tablicy wypetnionej Losowymi Liczbami

tablica[i]=rand();
cout<<tablica[i]<<endl;

}

cout<<endl;
//Zmienna przechowujqca indeks elementu Lewego

int lewy = 9;
//Zmienna przechowujqca indeks elementu prawego
int prawy = 9;
//Dopoki 1indeks elementu prawego je
//Lewego..
while (prawy>lewy)

st wiekszy od indeksu elementu



//Zamientamy elementy miejscami — wykorzystujemy funkcje swap (argl, arg2)
{swap(tablica[lewy], tablica[prawy]);
lewy++;
prawy--; }
for (i=0; i<10; i++)
cout<<tablica[i]<<endl;
system("pause");

return 0;

Program szyfrujacy tekst napisany wielkimi literami metodg podstawieniowa
(szyfr Cezara) — zastosowanie operacji na taicuchach

Wprowadzone znaki i symbole s3 konwertowane na ich reprezentacje liczbowe — kod

ASCII. Tabela kodéw ASCII zawiera 128 liczb i odpowiadajace im znaki; np. A to 65,
spacja — 32.

.............

Wczytujemy taricuch znakow

cin>>teksti;

Do pierwszego elementu dodajemy Liczbe trzy

teksts=tekstj[0]+3;

Na przyktad A w kodzie ASCII réwna sie 65. Ponizsza instrukcja powinna
ZWrocic 68

cout<<tekstj[@]+3<<endl;

wartosc tancucha powinna zwrocic Litere oddalong o trzy pozycije od A,
czyli D

cout<<teksts<<endl;

Wykorzystamy to w programie szyfrujgcym. Szyfr Cezara polega na zamianie litery tekstu
Jawnego na inng litere, oddalong od niej o stala liczbe pozycji w alfabecie.

Szyfr Cezara dla wielkich liter
//ile — przesuniecie
#include<iostream»
#1include<algorithm>
#include<string>

using namespace std:
int main()
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{string tekstj,teksts;
int ile;
cin>>tekstj>>1le;
for (int i=@;i<tekstj.size();i++)

{

//W zaleznosci od wartosci zmiennej ile oRreslona [iczba ostatnich
//znakow nie bedzie miata swoich nastepnikow wsrod wielRich Liter.
//Ponizszq operacjq ,zawijamy” alfabet, po Z mamy A. Dzielimy przez 26,
//bo w Rodz1ie ASCII A ma 65, Z — 90

teksts[i]=65+(tekstj[i]-(65-1ile))%26;
cout<<teksts[1i];

}

cout<<teksts;

cout<<endl;

system("pause”);

return 9,

}

Otrzymany szyfrogram sktada si¢ réwniez z wielkich liter. Sprobuj uzupelnic¢ program tak,
by mozna byto szyfrowa¢ dowolny ciag znakow wprowadzanych z klawiatury i w zaleznosci
od wprowadzonego znaku otrzymywac jego odpowiednik, tzn. mala litera tekstu jawnego
w szyfrogramie bedzie reprezentowana przez malg litere itd.

1.7. Algorytmy numeryczne i teorioliczbowe

Nie wszystkie obliczenia mozna wykonaé przez podstawianie do wzoru lub jego prze-
ksztalcenia. [stniejg przypadki, dla ktorych wzory albo nie s3 znane, albo s3 zbyt skom-
plikowane lub niepraktyczne w uzyciu. W takich sytuacjach majg zastosowanie metody
numeryczne.

i
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Metody numeryczne — metody rozwiazywania problemow za pomocg operacji na
liczbach. | |

—

W celu uzyskania wyniku generujemy ciag liczb, ktérego kolejne wyrazy s3 coraz blizsze
szukanego rozwiazania. Otrzymujemy w ten sposob wyniki przyblizone.

Do klasycznych algorytméw wykorzystujacych metody numeryczne naleza algorytmy ob-
hCZajqce pierwiastek kwadratowy danej liczby, miejsce zerowe funkcji oraz ograniczone
krzywa pole obszaru w ukladzie wspotrzednych.



Szczegbdlowy opis wymienionych przykltadow znajduje si{; w podreczniku Informatyka
Europejczyka dla szkot ponadgimnazjalnych — zakres rozszerzony, rozdzial 2.11, ,,Me-
tody numeryczne i obliczenia przyblizone”.

1.7.1. Obliczanie pierwiastka kwadratowego
— algorytm Newtona-Raphsona

| a
= — (X +—
'}{rHl 2( i Y )

T

|Xn+l _/Yn IEIEI

Pierwiastek otrzymamy, obliczajac kolejne wyrazy ciagu wedtug podanego wyzej wzoru,
az uzyskamy zadang doktadno$¢ e. Ostatni obliczony wyraz przyjmujemy jako przyblizona
warto$¢ pierwiastka.

Bardzo czg¢sto wprowadzamy réwniez ograniczenia liczby iteracji.

W podanym nizej przyktadzie podajemy tylko doktadnosc.
#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;
int main ()

{
double a;
double x=1.0,xp,e;
cin>>a>>e;
do
{
XPp=X;
X=0.5*(xp+a/xp);
}
while (abs(x-xp)>=e);
cout<<x<<endl;
system ("pause");
return 0;

}



TP

| Dodaj do programu warunek ograniczajacy liczbe iteracji. Co dzieki temu zyskasz?
Czym ryzykujesz, jesli go nie wprowadzisz?

1.7.2. Obliczanie miejsca zerowego funkcji metoda
potowienia przedziatow — metoda bisekcji

Aby mozna bylo znalez¢ miejsce zerowe funkgji f(x) w przedziale <a, b>, musza by¢ spel-

nione dwa warunki:

1. fla)f(b) <0,

9. funkcja w przedziale <a, b> jest ciagla.

Wyznaczamy punkt srodkowy przedziatu ¢ = (a+b)/21i sprawdzamy, czy f(c) = 0. Jezeli tak,
to ¢ jest miejscem zerowym. Jezeli nie, sprawdzamy, czy f(a)*f(c) < 0. Jezeli tak, to b przyj-
muje wartosc ¢ i powtarzamy podzial; w przeciwnym razie a przyjmuje wartosc ¢ i poste-

pujemy jak wyzej.

Warunkiem zakonczenia programu jest znalezienie miejsca zerowego, osiggnigcie zadane;
dokladnosci lub okreslona liczba iteracji.

r£GEV BB Napisz funkeje, ktora obliczy przyblizone miejsce zerowe fix)=3"%'+2%x*+20
w przedziale <0, 3> z dokladnoscig do 0,001.

1.7.3. Obliczanie pola obszaru pod krzywa
w zadanym przedziale w uktadzie wspétrzednych
— catkowanie numeryczne

Jak obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = f(x) w przedziale <a, b> (rysunek 1.1)?

4 Rysunek 1.1. Pole obszaru
ograniczonego krzywa y = f(x)

Najczesciej spotykany algorytm to metoda prostokatéw lub trapezow.



Dzielimy zadany przedzial <a, b>na n jednakowych fragmentéw. Im wigksze 71, tym wieksza
doktadnos¢. Podzielony w ten sposéb obszar obliczamy jako sume pol prostokatow o jed-
nym boku réwnym d = (b-a)/n i drugim réwnym wartosci funkeji f(a), gdzie a = a+i*d
(7 jest numerem kolejnego prostokata).

W metodzie trapezéw postepujemy analogicznie.

Program obliczajgcy pole obszaru metodg prostokatow

//funkcja f(x)=0,85*(x-5)"2*(x+10)+15;
#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;
int main()
{
double a,b,d,x,pole=0;
inT n
cin>>a>>b>>n;
X=a;
d=(b-a)/n;
for £int 3 & 13 1 <= n) ias)
{ X=a+d*i;
pole=pole+ d*(0.05*pow((x-5),2)*(x+10)+15);
}
cout<<pole<<endl;
system("pause");

return 9;

}

Program oblicza pole obszaru ograniczonego krzywa w dodatnim przedziale. Zastanéw
sig, co nalezy zmienic¢ w kodzie, by obliczal réwniez pola w przedziatach ujemnych oraz
obszary znajdujgce sie pod osig OX.

Do obliczenia pola obszaru mozna zastosowaé réwniez metode Monte Carlo.

Losujemy n punktéw znajdujacych sie w obszarze, ktorego powierzchnie chcemy obliczy¢.
Nastepnie dla kazdego wylosowanego punktu liczymy wartog¢ funkcji i na tej podstawie
obliczamy $rednig wartos¢ funkcji w przedziale. Po pomnozeniu jej przez dlugo$¢ obszaru
otrzymujemy przyblizong wartos$¢ powierzchni.

Metoda zwraca tym doktadniejszy wynik, im wiecej punktéw wylosujemy.

r&LELIEE B Pani Ela znana ze skltonnoséci do niekonwencjonalnego wystroju wnetrz po-
stanowifa pomalowac¢ podloge w swoim salonie w zélte i niebieskie pasy. Podloga ma wy-



miary 20 mx25 m. Poprosita swojego syna o przygotowanie schematu podziatu podiogi.
pani Eli najbardziej spodobat si¢ projekt przygotowany w arkuszu kalkulacyjnym (rysunek
£2). Stosujac metode Monte Carlo, oblicz, ile litrow farby niebieskiej i Zoltej potrzebuje
paﬂi Ela, jezeli na 10 m? potrzeba 2 | farby, a zOtych pasow ma by¢ wiecej niz niebieskich.

Do losowania punktow z zadanego przedzialu <a, b> wykorzystujemy funkcje:

a+rand()%(a-b+1) — dla liczb catkowitych,

X =
| . +(double)rand()/RAND_MAX*(a-b) — dla liczb rzeczywistych.

eNMOZeNS N\

Rysunek 1.2.

uu-—-f = M " L
{x)=2x*3+3x+1500 W2t pﬂd{ﬂgl

wo f{x)=2x%34+3x4+1000

cmmmcene {3 )2 2 %A 34 3 x4 500

e f{x )= 2% M 343X

B..2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Piotrek narysowal w uktadzie wspotrzgdnych kwadrat o boku 2 jednostek,
érodku w punkcie (0, 0) i wpisal do niego okrag. Nastgpnie wybrat losowo 100 punktow
w obszarze ograniczonym kwadratem. Interesuje go, czy stosunek liczby wszystkich wy-
losowanych punktéw do punktow lezacych wewnatrz okregu jest jakas znang wielkoscig
matematyczna. Niestety, Piotrek nie nauczyt si¢ jeszcze programowac, a nie chce mu si¢
liczy¢... Pomdz mu rozwigza¢ problem.

T

1.7.4. Rozszerzony algorytm Euklidesa

Popularny algorytm Euklidesa wykorzystujemy do obliczania NWD (najwiekszego wspol-
nego dzielnika) dwdch liczb.

Funkcja obliczajgca NWD

int NWD(int a, int b)
{while (a!=0 && b!=0)
if (ad>b) a = a % b;

else b =b % a;

return a + b;

}

I



Zauwazmy, ze jEiEli mamy pare liczb a > b, to zaleznoéci mi{;dzy nimi mozemy zapisac
nastepujgco:

a = q*b+r (gdzie q jest ilorazem, a r — reszta z dzielenia),
r=a-q*b,
czyli kazda liczba bedgca dzielnikiem a i b jest rowniez dzielnikiem 7.

NWD (a, b) = NWD (r, a)

a=3&b=14

Mozemy zapisac:
a=2%b+r=2%14+8
Wspdlne dzielniki a i b: 2.

Dzielniki 8: 1, 2, 4, 8.
Jak rozwigzac problem ,,przelewania wody”

Sprawdzmy, jak dwoma czerpakami o pojemnosci a i b napetni¢ naczynie o pojemnosci v;
przy czym wode mozna nabierac tylko pelnymi czerpakami. Czy zawsze jest to mozliwe?

Zeby rozwigza¢ zadanie, musimy spelnié¢ nastepujacy warunek:

v=x*a+y*b (gdzie x wskazuje, ile razy uzyto czerpaka a, y — czerpaka b; kazda z tych liczb
moze by¢ ujemna, jezeli wode sie wylewa).

Sprobuj znalez¢ rozwigzanie dla nastepujacych przypadkow:
1. a=3,b=5y=11
2. a=4,b=6,v=13
3. a=9,b=12,v=15

Czy zauwazyles, ze rozwigzanie istnieje tylko wtedy, gdy v jest rowne NWD (a, b) lub jego
wielokrotno$ci?

W ten sposéb przechodzimy do twierdzenia:

NWD (a, b) moze by¢ przedstawiony jako kombinacja liniowa tych liczb ze wspétczyn-
nikami catkowitymi x, y.

NWD (g, b) = x*a+y*b (réwnanie diofantyczne).




Rownanie diofantyczne — réwnanie, ktérego rozwigzania szuka si¢ wsrod liczb cal-
kowitych.

i

_;—l_'_'_'_._

Metuda wyznaczania liczb x i y nazywa sie rozszerzonym algorytmem Euklidesa.

Fakt, ze istniejd takie liczby, stanowi podstawe kolejnych twierdzen i znajduje zastosowa-
nie W kryptografi.

Rozpatrzymy przypadek dlaga=21, b= 12.

Oto wyniki posrednie:
Dziatanie Czesé catkowita g
21/12 1 :
12/9 | 1 :
19/3 3 i J
NWD =3

Zapiszmy te rownania w ten sposob:

Reszta Dﬂigzms g:;?zl?ab?a Wartosciaib
9 = 1*21+(-1)*12 a=9 b="12
3 = 1*12+(-1)*9 a=9b=3
0 = 1*9+(-3)*3 a=00=3

Aby obliczy¢ x i y, wystarczy dokonaé wlasciwych przeksztatcen:

3= 1*124+(=1)*9 = 1*12+(=1)*(1*21+(=1)*12) = 1*12+(-1)*(21-12) = (-1)*21+2712

x:"—'l}y:z

Rozszerzony algorytm Euklidesa — metoda iteracyjna

#include <iostream>
Using namespace std;
int main ()

{int a, b;
//Zaktadamy, ze a > b
cin>>a>>b;
int a@ = a;

b |

int be = b;

J

//x*a@+y*b0 = a oraz r*a@+y*b@ = b
int }{:BJI }{B - 1,!- }! = 11 }"E'='Bj Iﬁ_’p pnm.;




//ALgorytm

while (b8 != 0)

{ r=2a@ / bo;
pom = bo;
bO=a0-r*bo;
ag=pom;
pom=x0;
X0=x~- r¥*xo;
X=pom;
pom=y®@;
yO=y-r*yo;

y=pomn,

cout<<a<<endl;
cout<<x<<endl;
cout<<y<<endl;
system ("pause");

return 9;

}

FTP ALEVIE R Funkcja NWD jest wykorzystywana przy skracaniu utamkéw zwyklych.
Napisz program mnozgcy utamki i zwracajacy wynik w postaci utamka zwyklego, ale tak,
zeby unikna¢ operacji na duzych liczbach.

FTP Kasia bardzo dba o higieng swoich pieskow. Zaplanowala kapiel zwierzat na
podworku w misce o pojemnosci 25 1. Wode musi przynosi¢ z domu w wiaderkach. Ma do
dyspozycji zielone wiaderko o pojemnosci 3 1i czerwone o pojemnosci 2 1. Zastanawia sie,
ile razy powinna przynies¢ wode w czerwonym wiaderku, a ile w zielonym, zeby jak naj-
mniej chodzic¢ i nie wylewac wody. Pomozesz jej?

1.7.5. Arytmetyka modularna

O dwach liczbach catkowitych a i b méwimy, ze sa réwnowazne (przystaja) modulo m
(gdzie m jest liczba naturalng rézng od zera), jezeli a%m = b%m(a = b(%m)). ‘

Dla dodatnich a i b: a = b(%m), jezeli a i b maja takie same reszty z dzielenia przez m.

Przyktady >

5=11(%3)
5 = 0(%5)

14 = -16(%5)



7wro¢ uwage na ostatni przykiad:
14%5 = 4
_16%5 =4

7godnie Z regulami matematyki reszta z dzielenia musi by¢ dodatnia.

poniewaz nie wszystkie kompilatory jezyka uwzgledniaja te regule, bardzo czesto przy
gbliczeniach reszty z dzielenia nalezy uwzglednia¢ warunek:

#include <iostream>

using namespace std;

int main ()

{

SRC O K, reszea;

i 4 R e A

cin >> ki

reszta=xx»k,

if (reszta<@) reszta=k+reszta;
cout<<reszta<<endl;

system ("pause");

return 9;

et o i

W przypadku gdy d i m sa wzglednie pierwsze (nie maja wspélnych dzielnikow oprocz
jedynki):

(@*d)%m = (b*d)%m, to a%m = b%m.
Ostatnia cyfra (a*%10)

F’rzy wypisywaniu ostatniej cyfry liczby naturalnej podniesionej do potegi X zauwazamy,
Z€ zalezy ona tylko od ostatniej cyfry liczby a. Rozpatrzmy to dla dwoijki:

122° = 1 815 848 — ostatnia cyfra 8.

27852° = 21 605 740 694 208 — ostatnia cyfra 8.

1862°= 6 455 635 928 — ostatnia cyfra 8.

Auwazamy jeszcze jedna wlasnosé — ostatnie cyfry powtarzajg sie cyklicznie:

21::2

22:4



2°=16
2° =32
2° =64
27 =128
8.=.256

W przypadku dwdjki widzimy, ze sg to liczby: 2, 4, 8, 6 (okres 4).

Wykorzystujac te zaleznoéci, mozemy napisac funkcje, ktéra zwraca ostatnia cyfre liczby .
majacej 2 na pozycji jednoéci podniesionej do dowolnej potegi x:
int ostatnia cyfra (int Xx)
{if (x%4==1) return 1;
if (x%4==2) return 4,
if (x%4==3) return 8;
if (x%4==0) return 6

}
Powyzsze zasady dotycza wszystkich pozostalych cyfr. Dla kazdej wystarczy sprawdzié, ja-

2

kie cyfry sie powtarzaja i z jaka czestotliwoscig.

TP &£LEUIERRS Napisz program, ktory wezytuje liczbe n i wypisuje ostatnig cyfre liczby 9".

FTP

Rodzice Jasia lubia tamigtéwki. Rzadko spelniaja prosby syna, jedli uprzednio -
nie rozwiaze on jakiego$ problemu matematycznego. Gdy chlopiec poprosit o pienigdze na |
nowa gre komputerowa, mama powiedziala, ze dostanie je, jezeli wezmie najmniejszg liczbg
pierwsza, podniesie ja do potegi kolejnej liczby pierwszej, otrzymany wynik podniesie do ::
kolejnej liczby pierwszej i zrobi tak 10 razy. Mama chciata wiedzie¢, jaka jest ostatnia cyfra
otrzymanej liczby. Jasio usiadt przed komputerem i po 10 minutach powiedziat mamie, ze "
to 8. Czy magt sobie kupic gre?

1.7.6. Chinskie twierdzenie o resztach (jedno
z najwazniejszych w teorii liczb i kryptografii)

W I wieku naszej ery chifiscy generalowie wymyglili prosty sposob sprawdzania liczeb-
nosci swoich zolnierzy. Zolnierzom wydawano rozkaz ustawienia si¢ w kolumnach 3-, 5-,
7-osobowych i liczono tylko niepelng kolumne (reszte z dzielenia). Przy kolejnym liczeniu
wystarczylo poréwnac otrzymane reszty, by stwierdzic, czy liczba zolnierzy ulegta zmianie.

Niech n1, n2, ..., nk beda dodatnimi liczbami wzglednie pierwszymi (dla kazdej pary
NWD wynosi 1) oraz niech y1, y2, ..., vk beda dowolnymi resztami. Wtedy istnieje do-
ktadnie jedna liczba catkowita x spetniajaca uktad réwnan:




al =% (%ﬂl)

a2 = X (%ﬂz)

ak = X (%”k)

gdzie jest wieksze lub rowne 1 i mniejsze lub rowne nk.
Algorytm wyliczania Xx:
« N= ﬁl*“'*nk
o« N= N’(ﬂf *
N*x. = 1(%n) (Korzystamy z rozszerzonego algorytmu Euklidesa).
g P r

0. X = 2 *IE*NI.(%N)
= y:‘

- H_._‘_,.._,_p..---—'i—r-'r\-r.-r;-n.'.._,.hu'.;l.-_

( Przyktad 7

i i

Rozwiazmy uktad rownan:
x = 3(%10)
x=4(%11)

X = 5(%7)

» Sprawdzamy warunek, czy liczby s3 parami wzglednie pierwsze: NWD(10, 11) = 1,
NWD(10,7) =1, NWD(11,7) = 1.

« Obliczamy N = 10*11*7 = 770.

* N =770/10 =77, N,=770/11 = 70, N, = 770/7 = 110.

* Rozwigzujemy rownania N*x, = 1%n,

X, 77 = 1(%10) 77%10 =7 | 7*x, = 1(%]10) x1=3
X70=1(%11)  |70%11 =4 x, =1(%11) x2 =3
X,"110 = 1(%7) 110%7 = 5 5*x, = 1(%7) x3 =3

P——

Wartoéci x obliczamy metoda podstawiania kolejnych liczb o najmniejszej wartosci
bEZWzglqdnej.

BYMOZE)SM

|
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X = (3*3*77+4*3*70+5*3*110)%770 = 103
Sprawdzamy:
X =3(%10)

103%10 = 3%10
.




x=4(%11)
103%11 = 4%11
x = 5(%7)

103%7 = 5%7

1.7.7. Potegowanie modularne

Jezeli chcemy obliczy¢ reszte z dzielenia a* przez b i a* jest bardzo duzg liczbg, mozemy

zastosowac WZOr:
a%b = (...(((a%Db)*a%b)*a%b)...*a%b) — wykonujemy x mnozen.

Jezeli a > b, to najpierw obliczamy a%b, a potem podnosimy do potegi.

( Przyktad

Obliczmy reszte z dzielenia 17¢ przez 5.

Najpierw obliczamy a%b = 17%5 = 2.

1. 1*2 =2 2%5 =2
2. 2*2=4 4%5 = 4
3. 4*2 =8 8%5 =3
4. 3*2 =6 6%5 =1

Wynik: 174%5 = 1.

Powyzszy algorytm pozwala unikna¢ bardzo duzych liczb, ale wykonujemy w nim x ope-
racji mnozenia i tyle samo operacji dzielenia. Co jednak zrobi¢ w przypadku, gdy sam wy-
ktadnik jest bardzo duzy, jak np. w algorytmach kryptograficznych? |

Zanim przejdziemy do algorytmu szybkiego potegowania, zastandw sie:
» Jak obliczy¢ potege o wyktadniku, ktéry jest potega dwdjki?
« Czy kazda liczba naturalna jest suma poteg dwdjki?

Algorytm szybkiego potegowania

Wykorzystujac spostrzezenie, ze kazda liczba naturalna jest potega dwojki, i warto$é po-
tegi, ktorej wykladnik j jest potega dwojki, wykonujemy:
y = podstawa;
for (int i =013 4 <=3; 1)
V=y*ys
j — wykladnik potegi dwojki (2/).

W algorytmie szybkiego potegowania wykladnik jest w postaci binarnej.




Algorytm szybkiego potegowania dla wyktadnika rownego 5
(W systemie binarnym 101)
ginclude <iostream>

using namespace std;
int main()
int dl, P y=1;
int wyk[3]={1,0,1};
cin>>pP,
if (wyk[@]==1) y=y*P;
for (int 1 =1; 1 <3; it++)
{ p=p*P;
if (wyk[i]==1) y=y*P;
}

cuut{<y<<endl;
system("pause");

return 9;

}

Przykiad wykorzystania algorytmu do obliczania reszty z dzielenia

Obliczmy r = 17%%5.

a=17,b =5, czylia > b, wiec przypisujemy a reszte z dzielenia: a = a%b = 17%5 = 2.
» Zamieniamy 23 na posta¢ binarna: 23 = (10111),.
Bedziemy musieli wymnaza¢ tylko te bity, ktérych wartosc wynosi 1 (kazda wartos¢
podniesiona do potegi 0 daje 1).
» Na poczatku r przypisujemy wartosc 1.
b,=1r=(r*a)%b = 1*2%5 = 2a = a*a%b = 2*2%5 = 4
b, = 1 1= (r*a)%b = 2*4%5 = 3a = a*a%b = 4*4%5 = 1
b, =1r=(r*a)%b = 3*1%5 = 3a = a*a%b = 11%5 = 1
b,=0r=3a=a*a%b=1*1%5=1
b,=1r=(r"a)%b = 3*1%5 = 3

TP Zadanie 1.8 Stosujac powyzsza metodg, oblicz reszt¢ z dzielenia 12> przez 7.

TP Zaanie (]| Napisz program, ktory dla n (1 <=n <=1000 000 000) wypisuje reszte z dzie-
lenia »! przez 1 000 000 000.

Mate twierdzenie Fermata i funkcja Eulera

Fermat byt dosy¢ ekscentrycznym matematykiem, bo podawal swoje twierdzenia... bez
dowodow, pozostawiajac innym matematykom dowodzenie poprawnosci tych twierdzen
lub ich zaprzeczenia.



Mate twierdzenie Fermata
Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnego a:

ar%p = a%p

a=3p=2

a*%p = 3°%2 = 9%2 = 1

a%p = 3%2 =1

a’%p = a%p |
1P Napisz program, ktory wezytuje liczbe n i wypisuje ostatnig cyfre liczby 27,

Wejscie: 4

Liczba naturalna 1 < »n < 30 000.

Wyjscie:

Ostatnia cyfra 2".

Przyktad:

Dla danych wejsciowych:

8

Poprawna odpowiedz:

6

Kasia ma 5 lat i zbiera kolorowe, szklane kuleczki. Dziewczynka dostata
od starszego brata pie¢ jednakowych pudeleczek i chcialaby rozmiesci¢ kuleczki tak, zeby
w kazdym pudelku bylo ich tyle samo. Niestety, umie liczy¢ tylko do pieciu i nie potrafi
dzieli¢. Najpierw ukladata kuleczki, wktadajgc po kolei jedng do kazdego pudeleczka. Zo-
staly jej trzy. Sprébowata do dw6ch — zostata jej jedna. W przypadku trzech tez zostala

jedna. Kasia zastanawia sie teraz, czy uda jej sie podzieli¢ kuleczki réwno na cztery pu-
detka. A Ty jak myslisz?

FTP

Wejscie:

Pary liczb:

23

21
3+]



W}U écie:

TAK — jezeli luleczki mozna podzieli¢ réwno na cztery pudetka.

NIE — W przeciwnym wypadku.

Kasia, Ania i Janek dostali trzy identyczne czekolady. Kazde dziecko wzigto

zadm zkoty, zeby podzielic si¢ przyjaciolmi. Najwiecej kolezanek ma Kasia — az szesc.
L SWOJ;? » ?m pc};iziale czekolady pomiedzy wszystkie dziewczynki zostaly dwie kostki. Ja-

E rﬂwz;elﬂ sie z dwoma kolegami i zostala mu jedna kostka. Ani zostaly trzy kostki po

nzlzl;{;eniu sie z czterema kolezankami. Po ile kostek miaty czekolady?

p

cunkcja Eulera

Funkcja @ (Eulera) lub tocjent — funkcja noszaca nazwisko Eulera przypisujgca kazdej licz-
bie naturalnej ilosc liczb wzglednie z nig pierwszych, nie wiekszych od niej samej (liczby
wzglednie pierwsze to takie, ktore nie maja wspolnych dzielnikow oprocz jedynki).

I . 1 1
e (] -—) ¥l ——)" 0 -—)s
- pl) P p k . . .
gdzie p, p p, sa czynnikami (czynnik pierwszy — dowolna liczba pierwsza dzielgca
'l} 1} *'.:

dana liczbe) liczby n (bez powtorzen).

i B iy g
"wra

0(4) = 4" (1-1/2) =2 Sa to liczby: 1, 3.
@(6) = 6*(1-1/2)*(1-1/3) = 2 Sa to liczby: 1, 5.

JELELICE B E] Napisz program, ktory zwraca resztg z dzielenia x™ przez n <= 20, gdzie x
TP = | N
s3 wzglednie pierwsze.

Dane wejsciowe:

X, M, n

Wynik:

F'— reszta z dzielenia x™ przez n.
Przyktadowy rezultat:

Dla danych x = 13, m = 101, n = 16 program zwraca 13.
Mnozenie rosyjskich chtopéw

Na zakoniczenie algorytmow numerycznych cos prostego, czyli mnozenie... bez mHﬂZEIlflﬂ.
To algorytm znany pod nazwg mnozenia po etiopsku lub mnozenia rosyjskich chlopow.
Sprawdza sie przy dziataniu z duzymi liczbami.



Algorytm

Jezeli chcemy pomnozy¢ a przez b, przypisujemy na poczatku wynikowi wartos¢ 0 i wyko- ._

nujemy nastepujace kroki tak dtugo, az b wyniesie 0. |
1. Jezeli 6%2! = 0, to do wyniku dodajemy a.

2. Mnozymy a przez 2.

3. Dzielimy b przez 2 (dzielenie catkowitoliczbowe).

#include <iostream>
using namespace std;
int main()

{ int a,b,wynik=0;

cin>>a>>b;
while (b!=0)
{if (b%2!=0) wynik+=a;
a=2*a;
b=b/2;
}
cout<<wynik<<endl;

system("pause");

return 9;

}

Proste, prawda? I dziata! Czy potrafisz wytlumaczy¢ dlaczego?

... 1.8. Algorytmy rekurencyjne

»Nalezy najpierw zrozumied rekurencje, zeby zrozumie¢ rekurencije.”

— Anonim

o L e e

Rekurencjg nazywamy metode, w ktorej definiujac procedure lub funkcje, odwotu-
jemy sie do niej samej.

e

________________________________

Brzmi to troche jak pleonazm, ale w rzeczywistosci wyglada inaczej.

e e S . e

W celu lepszego zrozumienia rekurencji warto zajrze¢ do podrecznika Informatyka

Europejczyka dla szkét ponadgimnazjalnych — zakres rozszerzony, czesc 1, rozdzial
1.6, ,,Rekurencja”




pefiniujac problem rekurencyjnie, musimy poda¢ wartos¢ brzegows (poczatkowa)
anie wyrazajace pozostate wartosci za pomoca wczesniej obliczonych elementéw.

i rown
¢ Przy__f_._

obliczanie silni liczb naturalnych

Dlan <=1 silnia(n) = 1 (warto$¢ brzegowa).
plan>1 silnia(n) = silnia(n-1)*n (pozostate wartosci).

Rekurencyjne rozwiazywanie problemu sprowadza si¢ na ogot do rozwigzania tego samego
Pmblemu, tyle ze dla danych o mniejszych warto$ciach.

przeanalizujmy pod tym katem klasyczng tamigtowke — wieze Hanoi.

Naszym zadaniem jest przeniesienie wszystkich krazkow z palika A na palik C z wyko-
rzystaniem palika B w taki sposob, by wiekszy krazek nigdy nie znalazl si¢ na mniejszym.
Staramy sie wykonac jak najmniej ruchow (rysunek 1.3).

| Rysunek 1.3. Wieze Hanoi

A B C

Proponuje rozwigzac te tamigltowke z wykorzystaniem symulacji dostepnych w internecie
lub przygotowanego modelu (albo wiezy z klockow, ktéra bawi sie¢ mlodsze rodzenstwo
©) i zapisywa¢ minimalna liczbe ruchéw, ktére mozna wykona¢ przy kazdym przeniesie-
niu elementdw.

Zgodnie 7 zasada rekurencji zaczynamy od minimalnej liczby krgzkow: n-3. Nastepnie 4,
S itd.

Czy zauwazytes, na czym polega optymalna strategia? Potrafisz zapisa¢ matematycznie
ZWigzek miedzy otrzymanymi wynikami a liczba krazkéw? Mamy tu do czynienia z druga
Zasadg rozwigzywania probleméw rekurencyjnych — probujemy otrzymane wyniki zapi-
Sac za poOmocy wzoru matematycznego i sprawdzamy, czy jest on prawdziwy dla wszyst-
Kich przypadkéw.

PrZYJMUjenly numeracje: A —0,B—1,C — 2.
Optymalna strategia dla parzystej liczby krgzkow

Kra!iki 0 indeksach nieparzystych przesuwaja sie w prawo, wracajac skokiem z ostatniego
Palika {1, 2,0, 1, 2, ..}, a krgiki o indeksach parzystych odwrotnie — najpierw skaczg na
nsltatﬂi palik, potem wracajg w lewo {2, 1, 0, 2, 1, ...} (to oznacza, ze najmniejszy obiekt
2Indeksem 1 rozpoczyna, przechodzac z palika A na $rodkowy palik B).



Optymalna strategia dla nieparzystej liczby krazkow

Krazki o indeksach nieparzystych najpierw skacza na ostatni palik, potem wracaja w lewo
{2, 1,0, 2, 1, ...}, a krgzki o indeksach parzystych odwrotnie — kraza w prawo 1 wracajq,_;
skokiem z ostatniego palika {1, 2,0, 1, 2, ...}.

Czy zauwazyles, ze liczbe ruchéw mozna wyrazi¢ iteracyjnie: 2"-17?

Algorytm rekurencyjny:

» przenosimy (rekurencyjnie) n-1 krazkoéw z A na B, wykorzystujac C;
» przenosimy n-ty krazek z A na C;

» przenosimy (rekurencyjnie) n-1 krazkow z B na C, wykorzystujac A.

Teraz wystarczy napisaé prosty program i na pozér skomplikowane zadanie bedzie roz-
wigzane!
#include <iostream>
using namespace std;
void wieze hanoi(int n, char A, char B, char Q)
1
if (n>0@)
{ wieze hanoi(n-1, A, C, B);

cout << A <« -> " << C << endl;
wieze hanoi(n-1, B, A, C);

) 1
} !
int main()

{int n;

cin»>n;

wieze_hanoi(n, 'Al', 'B2', 'C3");

system ("pause"); |

return 9,

}

Z wiezami Hanoi jest zwigzana tybetanska legenda, ktdérej autorstwo przypisuje si¢ mate- .
matykowi Lucasowi. Wedtug niej mnisi w $wigtyni Brahmy rozwigzuja zagadke z 64 kraz-
kami (ze szczerego zlota!), przestrzegajac niezlomnych (znanych nam juz) zasad. Kiedy ja
rozwigza, nastapi koniec $wiata © .

Tym, ktorzy sie zastanawiajg, czy koniec $wiata nastapi przed klaséwka z matematyki i czy
oplaca si¢ w zwigzku z tym uczy¢, czym predzej podpowiadam: po podstawieniu danych do
wzoru ulozenie wiezy zajmie 18 446 744 073 709 551 615 sekund, czyli okoto 584 542 mi-
liardow lat. Klasowki nie da si¢ unikng¢...




1.8.1. Ciag Fibonacciego

rencja jest stosowana w wielu algorytmach, ale nie zawsze rozwigzanie rekurencyjne
iest najEfEktywﬂleJSZﬁ'- Mozesz si¢ o tym przekonac, poréwnujac czas dziatania funkcji ob-

ﬁczaquEj n-ty wyraz ciggu Fibonacciego (jest to ciag liczb naturalnych, w ktérym kolejne
w}fraZY ciggu $3 wyrazone wzorem: F .= 0, F1 =1, FH i Fﬂ_1+pﬂ_2)_

//Funkc]a obliczajgca n-ty wyraz ciqgu metodq rekurencyjng

long long FibR (int n)

{
if (n<2)

return 1;
else return FibR(n-1)+FibR(n-2)

Y

INE e L, Napisz program, W ktérym n-ty wyraz ciggu jest obliczany metodg itera-
TP cyjna i rekurencyjng. Porownaj czas dzialania obu metod dla n = 10.

Réznice w czasie dzialania pomoze zrozumiec schemat przedstawiony na rysunku 1.4

W
W [

B ‘o o
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JUENEOEERENEC T
B

R sSun -
ysunek 1.4, Schemat wywotan rekurencyjnych funkcji Fibonaccidlan =5

C e
2y po analizie schematu potrafisz uzupelni¢ ponizsza tabelke?

. Fib(n+1) Liczba dodawan Liczba wywotan




FTP ZVEVIERRE] Mamy 50 wylosowanych liczb z zakresu od 1 do 1000. Jak, stosujgc reku- |

rencje, mozemy znalez¢ wérédd nich podang wartoé¢?

.......
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Posortuj tablice i zastosuj wyszukiwanie binarne.

exmozeysm

£ LEUERITS Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw nastepujacego ciagu 1+1/2-1/3+1/4—
FTP Lo 1 |

LLEUERBY Na ile sposobéw mozna ulozy¢ kostki domina na prostokacie o rozmia-
rze 2 na n¢ :

1.8.2. QuickSort

QuickSort jest uwazany za najszybciej dziatajacy algorytm sortowania losowych danych.,
Wykorzystuje znang juz z innych algorytméw (np. szukania jednoczesnego min i max) me-
tode dziel i zwyciezaj. Dzielimy zbiér na podzbiory i sortujemy je niezaleznie. Wybieramy
element w ciggu (najlepiej umieszczonym w tablicy) i przeszukujemy zakres z lewej strony '.
w celu znalezienia elementu wiekszego od wybranego, a zakres z prawej — w celu znale-
zienia elementu mniejszego od wybranego. Jezeli taka sytuacja ma miejsce — dokonujemy
zamiany wybranego elementu ze znalezionym. Ponizej umieszczono kod implementacji.
Zwr6¢ uwage na funkcje swap (x, y), ktora dokonuje zamiany wartosci zmiennych x iy _:
bez koniecznosci deklarowania zmiennej pomocniczej. |

#include <iostream»

using namespace std;

int tab[10000000];

//DekLarujemy maksymalny rozmiar tablicy do posortowania

void gsort(int tab[],int 1, int D)

1

if (1<p)

{
int s=13
for(int i=1+1;i<=p;i++)
1f (tab[i]<tab[1])

//tab{++s] — inkrementacja prefiksowa — zZwieksza wartos¢ zmiennej o 1
//oraz zwraca jej nowg wartog¢

swap(tab[++s],tab[i]);
swap(tab[1l],tab[s]);
gsort(tab,l,s-1);




qEDPt(tab:5+1:p)3

}
}

snt main()
{int "
cin>>r;
for (int i=0;i<r;i++)
cin>>tab[1];
qggrt(tab,ﬁ,rﬂl)i
for (int i=0;i<r;i++)
cout << tab[i] << 7
cout << endl;
system("pause”);

return 0,

¥

Tworca tego algorytmu jest sir Charles Antony Richard Hoare. Opracowat on réwniez al-
gorytm Hoarea —stuzgcy do znajdowania w zbiorze n liczb liczby k-tej co do wielkosci.
W algorytmie Hoarea wykorzystywana jest ta sama metoda co w sortowaniu szybkim.
Moze sprobujesz napisac jego implementacje?

1.8.3. Problem Jozefa Flawiusza

Jozef Flawiusz zapisal sie na kartach historii (i algorytmiki) w wyniku wydarzenia, ktore
mialo miejsce w I wieku naszej ery. Podczas wojny rzymsko-zydowskiej wraz z grupa
40 zydowskich powstaricéw zostal otoczony w jaskini przez Rzymian. Powstarcy woleli
Smier¢ od niewoli i postanowili utworzy¢ krag, w ktérym bedzie zabijana co trzecia osoba,
a2 zostanie jedna, ktéra popelni samobojstwo. Flawiusz wraz z przyjacielem byl przeciwny
’_[akiﬁmu rozwigzaniu. Szybko obliczyl, ze jezeli ustawi si¢ na szesnastym miejscu, a przy-
Jaciel — pg trzydziestym pierwszym, to zostang jako dwaj ostatni 1 beda mieli szans¢ na
PIZezycie, co tez sie stalo.

e ——
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* Problem wskazania ostatniego elementu, ktory pozostanie z n-elementowego okregu po
~ Wyeliminowaniu co k-tego, nazywa sie problemem lub permutacjg Jozefa Flawiusza.

S
—
™
S

N..a tysunku 1.5 przedstawiono analize tego problemu dla parzystej (osiem) i nieparzystej
Sledem) liczby elementéw dla k = 2.
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a rzymskimi — kolejnos¢ eliminowania, Gje
ktore ,przezyly”.

6znaczono pozycje, mngy

i skimi
Hear 5 aly zaznaczone elementy,

szarym kolorem zost

‘ ysty liczbg elementow — 7:
strony mamy nicparzy
Na okrggu Z lewej

Kolejnosc eliminowania: 2, 4, 6, 1, 5.

Okreg z prawej strony ma parzystg liczbe elementéw — 8:

Kolejnos¢ eliminowania: 2, 4, 6, 8, 5.

' : ij poniz ele, w ktorej n oznacza liczbe elementéw .
P LEmE: Wypelni) ponizszg tabel¢ ) iy ‘? A wkole,aL(u
: FTP jest numerem ostatniego elementu. Otrzymane wyniki sprobuj zapisa¢ wzorem materm:

- Sprawdz, czy jest on prawdziwy réwniez dla duzych n. Zapisz olrzymany wzér
s, re: kurencyjnie i wykorzystaj go w funkcji flawiusz(n).
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1.9. Struktury danych

sssesens
Wiemy juz, ze warunkiem pomysinego rozwigzania problemu jest whasciwy algorytm. Nie |
mniej wazna jest kwestia jego implementacji. Na etapie projektowania istotny jest ré 5

W 7?_-'3“5: fﬂdpawwdm A _ iej struktury danych, ktéra pozwoli skrécié czas wykonywania m
albo uprofcic (czasami wrgcz umozliwic) jego zapis. e |

Tymczasem zajmiemy si¢ praktycznym zastosowaniem taki .
| G’drdt'zewoliczmkowc i potggow : \ch struktur Jak stos, kOI l :
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‘024 dla réwnego rachunku, nie powinno budzi¢ zdziwienia to fe (HiEa 00 z}
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rosng... Korzeniami do gory © atyc

Co to jest drzewo?

Podstawowe pojecia

Sciezka — ciag krawedzi faczacych wezly.

Stopieni wierzchotka — liczba wychodzgcych z niego Krawedzi,

Wysokos¢ wezta — diugosc najdiuzszej sciezki prowadzacej od wezta do liéci.
Gtebokos¢ — dlugosc sciezki taczacej wezel z korzeniem,

Rozmiar drzewa — liczba wezlow.

Strukture drzewiasta, w ktérej kazdy wezet moze mie¢ maksymalnie dwéch potom-
kow (lewego i prawego syna), nazywamy drzewem binarnym.

W drzewie binarnym wezly potomne i wezel nadrzedny dla wezta k majg indeksy:

lewy syn — 2 k,
prawy syn — 2 k+1,
nadrzedny — k/2 (czeéé catkowita z dzielenia).

Jaki rozmiar i wysokos¢ ma drzewo przedstawione na rysunku 1.67



Rysunek 1.6.
Poziom 0  przewo binarne

Poziom 1

Poziom 2

Prawy syn

Lewy syn
8 Poziom 3

Przechodzenie drzewa

Pre-order: przejScie wzdtuz
Korzen — lewe poddrzewo — prawe poddrzewo

Ui 4505 350 7% 8

In-order: poprzeczne
Poddrzewo lewe — korzenn — poddrzewo prawe

4,2,05:1;6,3,8; 7

Post-order: wsteczne

Poddrzewo lewe — poddrzewo prawe — korzen

4,5,2,6, 8,7,3,1

Umiejetno$¢ ,,chodzenia po drzewach” przyda nam si¢ przy korzystaniu z algorytmo '_
grafowych. :

Do implementacji drzew binarnych w komputerze najproscie;j jest zastosowac tablice. Za-
A

piszemy w tablicy drzewo z rysunku 1.7.

Rysunek 1.7.
Drzewo binarne




-

Oto implementacja tablicowa drzewa.

E::ii@ £ - e e h |

7adanie WL, Czy potrafisz na podstawie tablicy odtworzy¢ strukture drzewa? Czy umiesz
iedzie¢ na pytanie, jakg zawarto$¢ ma lewy lub prawy syn na podanym poziomie?

ﬂdpﬂw

pDrzewo licznikowe

przewo licznikowe jest drzewem binarnym, ktore pozwala przypisywaé elementom

wartoséci ze zbioru liczb catkowitych oraz wyznacza¢ warto$¢ sumy w zadanym prze-
dziale elementow. Wezly drzewa przechowujg sume wartosci swoich podzbioréw (war-
tos¢ kazdego wierzchotka jest sumg jego synéw).

e i

Do zapamietania drzewa wykorzystujemy tablice o rozmiarze réwnym dwukrotnej war-
toci potegi liczby 2, ktora jest wigksza lub rowna maksymalnemu elementowi zbioru (np.
dla 6 jest to 8). Wyznaczong potege nazywa si¢ CZAPA lub BAZA. Wartos¢ ta jest réwna
numerowi pierwszego wierzchotka ostatniego poziomu (liscia).

Dodawanie elementow

Wezly przechowuja sume elementéw swoich podzbioréw, dlatego jezeli dodamy 1 do ele-
mentu o indeksie 8 na naszym drzewie, to wartos¢ wezlow: 4,21 1 (wszystkich nadrzednych)
powinna automatycznie wzrosng¢. Zwro¢ uwage, ze numer wezta nadrzednego obliczamy;,
wykonujac dzielenie calkowitoliczbowe.

Jezeli numer wezta (indeks tablicy) oznaczymy przez k, a liczbe dodawanych elementow
PI'%EZ ile, funkcje dodajace, zmniejszajace lub podajace liczbe elementéw z zadanego prze-
dziatu beda wyglada¢ nastepujaco:

Funkcja dodaj

Void dodaj (int k, int ile))
{

int p=BAZA + K;

while (p>p)

{

tlp]++;

P/=2:

}

.

Voji L
1d zmniejsz (int k, int ile)

{



int p=BAZA + k;
while (p>0)

{
t{pl=tlp]-ile;
p=p/2;

}

}

Obliczanie liczby elementéw w zadanym przedziale <a, b>

a =a+BAZA
b =b+BAZA

W przeciwnym wypadku zliczamy sume t[a]+t[b] i dopoki a/2 jest rézne od b/2 (nie majg
wspolnego ojca), dodajemy elementy tablicy: dla a — t[a+1], jezeli reszta z dzielenia
= =0 (t[a] jest lewym synem i trzeba doda¢ prawego brata), a dla b — t[b-1], jezeli reszta
z dzielenia b%2 = = 1 (f[b] jest prawym synem i trzeba dodac lewego brata). 1

Jezeli a jest rowne b, to wiadomo, ze jako liczbe elementéw mozemy zwrocic t[a] lub ¢[b

(Przyktad

-

Oto omowienie funkgcji dla drzewa z rysunku 1.8.

1 o Rysunek 1.8.
Drzewo licznikowe

Tak wyglada tablica.

44 | 14 | 30 | 5 9 [ 13| 17 | 2 3 4 5 6 7 8
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10| 11| 12| 13 | 14

a+BAZA =9
b+BAZA =13
Krok 1.: wynik = t[9]+¢[13] = 3+7 = 10.

Krok 2.: sprawdzamy, czy a i b majg wspolnego ojca (a!/2 = b/2) i czy a byto lewym S)m;
(nie, bo reszta z dzielenia 9%2 nie jest réwna 0), a b — prawym (tak, bo reszta z dZiEIJ
13/2 jest réwna 1); wynik+ t[b-1] = 10+6 = 16, a =9/2 = 4,b=13/2=6 (idziemngé.



Krﬂk 3:.al2! = b/2 — tak, f?jest leWym synem (4%2 = 0), czyli do wyniku dﬂdajemy jego
wego brata t[a+1], wynik = Wynik+£[5] = 16+9 = 25; b jest prawym synem — nie do-

rd
P al2=4/2=2,b=b/2=6/2 =3,

dajemy> ¢ =
Krok 4.: a/2! = b/2 — nie, konczymy — wynik = 25,
N ile p (int a, int b)
{
g=a+baza;
h=b+baza;
int wynik=0;
wynik+=znaczki[a];
if (al=b)
wynik+=t[b];
while (a/2!=b/2)
{
if (a%2==0) wynik+ti[a+1];
if(b%2==1) wynik+=t[b-1];
a=a/2;
b=b/2;
}

return wynik;

}

adanie 24y Sprobuj napisad:

f ﬁllﬂ(t:!'q: zliczajaca, ile jest elementow mniejszych, a ile wiekszych od podanej wartosci,
€J¢€ znajdujacy liczbe minimalng i maksymalng w drzewie licznikowym.

Zadani i B
ﬁczbi 1.2 Pan Kazimierz kolekcjonuje znaczki pocztowe, ktorych cena wyraza sie
4 ca kDWltq 1 <¢<1000. Bardzo czgsto wymienia si¢ z innymi kolekcjonerami. Duzy

iﬁ;;liaziﬁ; Wmaga CZ‘?StEgt:‘J liczenia i zapamietywania aktualnego stanu po kazdej
Z0aczk v, o azm:“.'am PfjtrZEb'tlJE programu, ktory zapamietuje aktualny stan wszystkich
Miang nieimc{z IT,UZ:IIWDS? szybkiej aktualizacji po kazdej operacji, a w przypadku gdy wy-
kat TRANS A € byC zr EHIIZU‘«fﬂHﬂ (b:rak wymaganej liczby znaczkow), wyswietla komuni-

KCJA NIE MOZE BYC ZREALIZOWANA”. Dasz rade napisa¢ taki program?

Drzew Potegowe

» wﬂ Dt s . .
jest Zapigp "?gﬂ‘f’e Najatwiej przedstawi¢ w postaci tablicy, w ktorej pod i-tym indeksem
Na; ha informacja o k ostatnich elementach (facznie z elementem i), gdzie k jest

Sz 2
4 Potega dwajki bedacej dzielnikiem i.

ﬁzystkle g
: xomorki o nieparzystych indeksach pamietaja tylko siebie.

B0 Lo o -
G i g = 3 S F
Morkj ; = 1 wpiszemy jakg$ warto$¢, np. 2, to w tablicy T



T[1]:T[1])}=1

T[2]: k=2 T[2] = T[1]+T[2] =1
T[3]: T[3]
T[4]: k= 4T[4] = T[1]+T[2]+T[3]+T[4] =1

T[5]: T[5]

T(6]: k = 2T[6] = T(5]+T1[6]

T17): T17]

T(8]: k=8T[8] = T[1]+T[2]+T[31+T[4]+T[5]+T[6]+T[7]+T[8] =]

T[9]: T[9]

T[16]: k = 16T[16]=T[1]+...+T[16]

- 4 -

T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 153

Jezeli uaktualnimy dowolny element tablicy o indeksie i, to zmiana musi nastapi¢ w eleme
cie o indeksie i+p, gdzie p jest najwigksza potega dwojki dzielacg indeks pola aktualn@_

p wyznaczamy jako iloczyn binarny i & —i.

( Przyktad >

Modyfikujemy T[6]. Zgodnie ze schematem zmianie powinny ulec rowniez T[8] i
(i <= rozmiar naszej tablicy). _.;

Sprawdzamy.
6 110
-6 010 (kod uzupetnien do dwoch)
i & —i 010

| p=2itp=38
38 100
q 100
i & -1 100

p=8i+p =16




y.2. Stos

N wa struktury w peini oddaje to, co wyobrazamy sobie pod tym pojeciem (np. stos ta-
a
[erzys ksquEk P}Yt 11:13')

- e

f_ stos jest tO struktura, w ktorej mamy dostep tylko do ostatniego elementu 'zwaﬁiego
= erzchﬂlklﬂm Jej rozmiar zmienia si¢ dynamicznie: dodajac — zwiekszamy, zdejmu-
: - — zmniejszamy. Element, ktory umieszczamy na stosie jako pierwszy, zdejmujemy

jac e ﬂstatﬂl — LIFO (Last In First Out). Na stos moZemy ktas¢ elementy ﬂﬂWﬂlnegQ
typu, okreslonego przy definiowaniu zmienne;j. e SR

; Ul ;aﬂ

— e e

SRR
————

, . : Do korzystania z€ stosu potrzebujemy biblioteki stack.

N *'anie elementu: nazwa_stosu.push(element).

70 f;ae elementu: nazwa_stosu.pop().

n cja zwracajaca warto$¢ true, gdy stos jest pusty: nazwa_stosu.empty().

.

Funl ja zwracajgca liczbe elementow (rozmiar) stosu: nazwa_stosu.size().

funkeja zwracajaca warto$¢ wierzchotka: nazwa_stosu .top().

Zastosowanie stosu prze$ledzimy w znanym zapewnie wszystkim algorytmie zamiany
' dziesietnej na binarna.

-iinclude <iostream>

.ﬁip;lude <stack>

Eﬂing namespace std;

main ()

%@nt liczba, znak;

;f?DEkLEPujemy zmienng binarng jako stos Liczb catkowitych
“Stack <int> binarna;

€in>>liczba;

~ Wwhile (liczba>0)

- {Znak=1iczbayo;

llczbazllczha/z;

-fVWktadamy na stos otrzymanqg reszte z dzielenia (@ Lub 1)
blnarna.push(znak);

}

“::f:jemy Wyswietlic rozmiar naszego stosu
<binarna. size()<<endl;

/Bﬂpﬂkl Stos nie jest pusty..

11E (Thlnarna.emptY())



.[

//Wyswietlamy wartosé wierzchotka
cout<<binarna.top()<<" ";

//Zdejmujemy element ze stosu

binarna.pop();

}

system("pause”);

return 9;

}

Zastosowanie stosu w ONP

i
A

Czy wiesz, co to jest odwrotna notacja polska (ONP)? To sposob zapisu wyrazenia arytmes
tycznego pozwalajacy na opuszczenie nawiasow, przedstawiony przez Jana Lukasiewicza,
Jest to tzw. notacja postfiksowa — operatory s3 umieszczane po argumentach. '

Wyrazenie ONP
4+12 4 12+
(2+3)*(4-2) 2 344 2-*
(2+3)/2*%(3+5) ? !

Jak wida¢, zasada jest prosta — najpierw wprowadzamy liczby, a nastepnie znak dziatani’
ktore nalezy wykonac. !

Przeanalizujmy zastosowanie stosu dla wyrazenia zapisanego w drugim wierszu tabeli:
« odkladamy na stos 2; ?
» odkladamy na stos 3;

e mamy znak +;

« zdejmujemy ze stosu 2 elementy;

» dodajemy je: 2+3;

» odkfadamy na stos wynik 5;

 dodajemy do stosu 4;

« dodajemy do stosu 2 (mamy teraz na stosie 2, 4, 5);
e mamy znak -;

« zdejmujemy ze stosu 2 elementy (2, 4);

» obliczamy ich réznice: 4-2 (ostatni od poprzedniego);
» odktadamy wynik na stos — 2 (na stosie: 2, 5);

« mamy znak *;

» pobieramy 2 elementy ze stosu;

e Mnozymy je: 2*5;

 otrzymujemy wynik 10.



da PR W] Napisz program, ktéry oblicza wartos¢ wyrazenia zapisanego w ONP.
Za

' danie WE] Napisz program, ktéry zamienia wyrazenie podane z uzyciem nawiasow
72
na ONP*

e
L e Rl

wa strukturg danych, w ktare] elementy $3 dopisywane na kancu,

lejka jest linio
| zatku — FIFO (First In First Out)

‘.ja -épgbwrane Z poc

o — R i

- DO korzystania z kolejki potrzebna jest biblioteka: queue.

eklafﬂﬁ}a kolejki: queue <typ_elementow> Nazwa_kolejki.

: "-anie elementu: Nazwa_kolejk1i. push(element).

B
T

‘1 6d kolejki: Nazwa_kolejki.front().
niecie elementu: Nazwa_kolejk1.pop ().
Funkcja zwracajaca prawde, jezeli kolejka jest pusta: Nazwa_kolejRti. empty ().

kolejke do rozwigzania problemu Jozefa Flawiusza:
‘ifinclude <iostream>
#include <queue>

~using namespace std;

int main ()

by

:j int n;

B int k;

queue <int> Q;

cin>>n>>k;

- //Dodajemy n elementow do kolejki
for (int i - 1; 1 <= n; 1+3)
Q.push(i);
While ( 1Q.empty() )
{
f'xyP”ZEStawiamy k elementdéw z poczqtku na koniec kolejRi
| for (int § = 03 j <k - 1; j++)
{Q.push(Q.front());

Q.pop();
}



//Wypisujemy numer usuwanego elementu na ekranie
cout<<Q.front()<<" ";

//1 usuwamy go z Rolejki

Q.pop();
}

cout<<endl;
system ("pause");

return 0,

1.9.4. Kopiec

R ———————————————S e W N B L RS S E e S S L e s e e et e e

Kopiec jest drzewem binarnym, ktdre spelnia nastepujgce wlasciwosci:
» jest uporzadkowane, tzn. warto$¢ przechowywana przez rodzica jest w1§ksza od
wartosci przechowywanej przez synow;
- wszystkie poziomy sg zapelnione; jezeli nie, to na ostatnim poziomie ,,dnsuwam g
. do lewej strony.

1 S T e e e e

)
- J.- '.I.'.
A
LSl
e
..\.."
5 e

Przyklad kopca pokazano na rysunku 1.9.

0 e Rysunek 1.9. Kopiec
@ 0
3 o 4 o 5 ° 6 o
7 o a

Oto jego implementacja tablicowa.

23 20 13 12 10 2 3 3 7

Funkcja zwracajaca indeks rodzica i-tego elementu

int rodzic(int 1)
{
return (i-1)/2;
}



Kkeja zwracajaca indeks lewego syna
J int 1Ewy_5yﬂ(int i)

F |

return 2%1+1;

——————————————

_____

‘Funkcja zwracajaca indeks prawego syna

~ int prawy_syn (int i)

A

peturn 2%i+2;

.?fALbn po prostu lewy(i)+1

P

aawanie elementéw do kopca odbywa sie ,,od dotu”. Dodajemy element, zwigkszajac
miar tablicy o 1. Syn musi by¢ mniejszy od rodzica, a wiec dokonujemy porownania

emantem nadrzednym w drzewie i jezeli ten warunek nie jest spetniony, dokonujemy
zamiany. Czynnos$¢ powtarzamy, az warunek bedzie prawdziwy lub dojdziemy na szczyt.

funkcja dodajgca element do kopca

Void wstaw element(int x)

{int i=rozmiar;

rozmiar++;

while ((i>@) && (x>kopiec[rodzic(i)]))
tkopiec[i]=kopiec[rodzic(i)];
1=rodzic(i);

—

*zeli Wykorzystujemy funkcje do wpisywania wszystkich elementnw kﬂpca, PI‘EY]-
._ 11] €My rozmiar réwny 0. -

e



FTP ELELERWL Napisz program, ktéry zapisuje w tablicy strukturg kopca z rysunku 1.9,

Zastanow sie, co powinni$my zrobi¢, jezeli usuwamy element z kopca, ale chcemy nada]
utrzymac strukture. |

' 1.10. Algorytmy grafowe

Zrozumienie struktury i mozliwosci stosowania grafow w duzym stopniu utatwia mode

lowanie i rozwigzywanie wielu problemow.

r—- = I T L T A e e e R e T T D Tk e T T - ' +|
| e
~ Graf jest rozszerzeniem struktury drzewiastej i stanowl obiekt sktadajacy sie ze zbm u

u .I'.

wierzchotkow i z krawedzi faczacych niektore wierzcholki. Jest wykﬂrzystywany e.f' 0

o ’-r

modelowania réznego rodzaju sieci polaczen (m.in. komunikacyjnych). i

Graficznie jest przedstawiany w postaci zbioru wierzchotkow i zbioru faczacych je krawe
dzi (rysunek 1.10).
Rysunek 1.10. Graf G(6, 8)

Graf najczesciej jest przedstawiany za pomoca symboli G = (V, E):
V — zbior wierzchotkéw (vertex),
E — zbiér krawedzi (edge).

Grafy mogg by¢ skierowane (krawedzie majg jeden okreslony kierunek, np. jednokierut
kowe ulice) lub nieskierowane (krawedzie ,,dwukierunkowe”). k

Jezeli krawedziom sa przypisane warto$ci (np. dlugos¢ drogi, czas lub koszty przejaze
mamy do czynienia z grafami wazonymi.

Stopien wierzchotka v — liczba wychodzacych z niego krawedzi.



ka — ciag od v do v, wktérym kazde dwa kolejne wierzcholki sa polaczone krawedzia.

. wierzchﬂlka 1 do 6 mamy kilka $ciezek (np. 1-2-5-6).

J Zamiast numerow weztow mozemy postugiwa¢ sie numerami krawedzi (jezeli oczywiscie

_lst_'ﬂle]q @)
planﬂWﬂﬂiu tras przejazdow korzystamy na ogot z numeréw drég zamiast nazw miej-
BIzy r> Jest to praktyczniejsze, poniewaz do tego samego miasta mozemy najczesciej do-

,SCﬂwﬂéCL ;
je chaé na kilka sposobdw.

ptugosc

;ykl = SCl
'-m siad wierzchotka v — kazdy wierzcholek polaczony bezposrednio krawedzig z v.

¢ciezki — liczba krawedzi na Sciezce.

ie7ka zaczynajaca si¢ i konczaca w tym samym wierzchotku.

Graf spojny — wszystkie wierzchofki s pofaczone.
'f;;r; f skierowany — krawedzie majg wyrdzniony poczatek i koniec.

Graf wazony — kazda krawedz ma swoja wagg (np. dtugos¢ drogi).

1.10.1. Reprezentacja grafu w pamieci komputera

sgsiedztwa

] 2 3 4 5 6
0 1 1 1 0 0
1 0 1 ] 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0

= ' I krawedz;i jest reprezentowany tablica kwadratowg o rozmiarze w na w (w — liczba

hﬂlkﬂw)

1‘33[1] [J] — liczba krawedzi miedzy wierzchotkami i - j.
nclude <iostream>

si"g Namespace std;
"t main ()

//a

e B~ numery wierzchotkow;

rr .',_ i w — - - 1
Liczba wierzchotkéw, k — Liczba krawedzi



int a,b,w,k;
cin>>w>>k;
int t[w+l][w+1];
for (int i=0; i<=w; i++)
{ for (int j=0; j<=w; J++)
t[1][j]=0;
}
//Tworzymy tablice sqsiedztwa
for (int i=1; i<=k; i++)
{ cin>>a>>b;
//Podajemy numer wierzchotkow potqczonych krawedziq
tla]l[b]++;
t[b][a]++;
}
//Wypisujemy tablice
for (int i=1; i<=w; 1++)
{ for (int j=1; j<=w; J++)
cout<<t[i][j]<<" ";
cout<<endl;
¥
system ("pause");

return 9;

}

Lista sgsiedztwa

1: 2 3 4
2 ' 3 5
3: 2 -
4. | 3 5
5: 2 4 6 .
6: 5 |

Do przechowywania listy sgsiedztwa wykorzystamy klase vector — dynamiczne tab_:-
dowolnego typu, ktére majg wlasny zestaw funkcji.

Biblioteka: <vector>.
Deklaracja pustego wektora V: vector < int > V.

Dodanie nowego elementu x na koniec: V.push_back(x).

Usuniecie ostatniego elementu: V.pop_back().



—— T
N

rwolanie do pierwszego elementu: vie].

- swracajaca liczbe elementéw: v.size().

orzystamy wektor do opisu grafu:

de <iostream>

1A

Yy

ginclu

#include <vector>

using namespace std;
int main ()
{VECtﬂr <int> G;

:#yoznaczenia jak w poprzednim programie

cin>>w>>K;

L)

for (int 1=0; i<k;i++)

{cin>>a>>b;

figudajemy element
6[a].push_back(b);
B

_?@ﬁ;qjemy element
G[b].push_back(a);

/Wypisujemy elementy wektora (liste sqsiedztwa)
or( int j=1; j<=w; j++)

-: 1

cout << j o< "t
;hr (int i=0; i<G[j].size(); i++)
cout <<' '<<G[§][i];

cout << endl;

N

T ] pause T ) ;
’: urn 9;

b

LROS

Jé'h?{q Eal

L ity



ZLELL Y] Przedstaw grafz rysunku 1.11 w postaci tablicy sasiedztwa i listy sasiedztwa

° Rysunek 1.11. Graf

Klasa bardzo chce jecha¢ na biwak, podczas ktérego uczniowie majg no-
cowaé w 2-osobowych domkach potaczonych Sciezkami. Kazdy domek jest polaczom
maksymalnie z dwoma innymi. Wychowawca obawia sig, ze moze mieé¢ w nocy problen
z dyscypling, szczegolnie chtopcow. Poniewaz dziewczynki nie sprawiaja zadnych kiopot
zgodzil sie na biwak pod warunkiem, ze uda sie tak ulokowa¢ mlodziez, by chtopcy s3
dowali tylko z dziewczynkami. W klasie jest tyle samo chtopcow i dziewczynek. Ich s
jest liczbg parzysta. Do wyboru jest kilka wariantow zawierajacych numery domkow p
czonych $ciezkami. Napisz program, ktory dla dostgpnego zestawu danych da odpowi
na pytanie, czy uda si¢ ulokowaé¢ mtodziez zgodnie z zyczeniem wychowawcy.
wylacznie te przypadki, w ktorych domkow wystarczy dla wszystkich dzieci. ’

1.10.2. Przeszukiwanie grafu

I |I_
1

Przeszukiwanie grafu polega na odwiedzeniu wszystkich wierzchotkéw w celu zebra
potrzebnych informacji. Najlepiej przedstawic to na przykladzie. Wyobrazmy sobie, ze Iy
sunek 1.12 przedstawia sie¢ drog w labiryncie, a naszym zadaniem jest dotarcie z punl .?; "
(start) do punktu W (wyijscie). Wiadomo, ze zawsze staramy sie wybra¢ optymalng
co w konkretnym przypadku oznacza najkrotsza. 3




Rysunek 1.12. Labirynt (sie¢ drég)

"-110.3. Przeszukiwanie wszerz BFS

znaczamy na rysunku odlegtosci od punktu startowego do kazdego kolejnego wezta
(v erzc:hnika grafu). Oznaczamy kazdy kolejny wierzcholek liczbg reprezentujacy odle-
¢ Jezeli do wezta prowadzg dwie rozne drogi, to przypisujemy mu zawsze mniejszg

va .._éé (rysunek 1.13).

r Rysunek 1.13.
. s Wychodzenie z labiryntu BFS
A & 23 24 25 B T MmN My

M1y 12

it 10 @

.-.'r':-..:-qi
=

g ]
'una sze-z 2123 a3z Ja3
811 o * f

k]

» |
? 31
B &1 i
% g
= 20 . - L

OS2 B 24 9 23 a4 25 zn‘r;r 28 28 30

28

aignr ytm przeszukiwania grafu nazywa si¢ przeszukiwaniem wszerz — BES (Breadth
“1SE— Search). Nazwa jest jak najbardziej adekwatna do tego, co robimy — na kazdym

PDSZHkLIJemy kolejnych wierzchotkéw, ktérych jeszcze nie odwiedzilismy (rozgla-
Ly sie wszerz).

2 Plementacji tego algorytmu najlepiej wykorzystac kolejke:

~““haczamy pierwszy wierzchotek jako odwiedzony, wrzucamy do kolejki wszystkie jego
Stepniki v kolejnoéci rosnacej;

mﬂmentu az kolejka bedzie pusta, bierzemy kolejno kazdy wierzcholek z kolejki,
"zamy jako odwiedzony, wrzucamy do kolejki wszystkie jego nieodwiedzone na-

1* mlq



Przeszukajmy graf z rysunku 1.14.
Rysunek 1.14, Graf

1. Zaczynamy od wierzcholka 1. Zaznaczamy go jako odwiedzony, wrzucamy do kolejk

jego nastepniki.
Odwiedzony: 1.
Kolejka: 2, 3, 4.

2. Bierzemy z kolejki wierzchotek 2. Zaznaczamy go jako odwiedzony, wrzucam}f
kolejki jego nieodwiedzone nastepniki (jest tylko 5, bo 3 czeka w kolejce). |

Odwiedzony: 1, 2.
Kolejka: 3, 4, 5.

3. Bierzemy z kolejki wierzchotek 3. Zaznaczamy go jako odwiedzony, wrzucamy &
kolejki jego nieodwiedzone nastepniki. 1

Odwiedzony: 1, 2, 3.
Kolejka: 4, 5. 1“:

4. Bierzemy z kolejki wierzchotek 4. Zaznaczamy go jako odwiedzony, wrzucamyﬁ
kolejki jego nieodwiedzone nastepniki.

Odwiedzony: 1, 2, 3, 4.
Kolejka: 5.

5. Bierzemy z kolejki wierzcholek 5. Zaznaczamy go jako odwiedzony, wrzucamy &
kolejki jego nieodwiedzone nast¢pniki. ,_



Odwiedzony: 1, 2, 3, 4, 5.

K{}lﬂjl{ﬁ: 6.

Qesaciny = kolejki wierzcholek 6. Zaznaczamy go jako odwiedzony, wrzucamy do
1 L "
kolejki jego nieodwiedzone nastepniki.

Odwiedzony: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Kolejka: PUSTA.

--plementacja BFS

‘{{aJ p — numery wierzchotkow; ‘
{;?w,_ Liczba wierzchotkow, k — liczba krawedzi
Tgfnclude <iostream>

E;ﬁclude <queue>

using namespace std;

nT.int 8 b, Wy S

;ﬁébmncnicay stos pokRazujqcy odwiedzone
“ﬂ?gueue <int> odwiedzone;

ﬁ;ﬁ-acniczﬂ funkcja pokazujgca wynikRi Rolejnych etapow
HE;Q pokaz(queue <int> kolejka)

queue <int> kopia = odwiedzone;

cout<<"Odwiedzone: ";
while(!kopia.empty())

ftdut<<kupia.FPnnt()<<" "3 A
kopia.pop(); SRR P o

COut<<endl;

?gknlejka.empty())

Cout<<"Kolejka PUSTA!"<<endl:
~ Peturn;

'?ﬁejka.pnp();

Mle(lkolejka. empty())

1ﬁﬂUt<<kulEjka.Frnnt()<<" "5



//Usuwamy element z kolejki
kolejka.pop();
¥

cout<<endl;

}

int main ()
{
cin>>w>>k;
int t[w+1][w+l];
for (int i=0; i<=w; 1i++)
{ for (int j=0; j<=w; J++)
t[i][j]=0;
¥
//Tworzymy tablice sqgsiedztwa
for (int i=1; i<=k; i++)
//Podajemy numer wierzchotkow potgczonych krawedziq
{ cin>>a>>b;
t[a][b]++;
t[b]la]++;
¥
//BFS — przeszukujemy od wierzchotRa s
queue <int> kolejka;
int s;
cin>>s;
bool V[w];
//Wierzchotki nieodwiedzone przyjmujq wartosc false
for(int j=0;j<=w;++j)V[]j] = false;
//Wrzucamy pierwszy wierzchotek do kolejRi
kolejka.push(s);
while(lkolejka.empty())
{
pokaz(kolejka);
s = kolejka.front();
//Usuwamy odwiedzony element z kolejki
kolejka.pop();
cout<<"Kolejny wierzcholek "<<s<<endl;;
odwiedzone.push(s);

//Zaznaczamy jakRo odwiedzony
V[s] = true;

for(int j = 0;j<=w;++])

| _ e




{if(t[j][s] = @ && V[j] == false)
{

//W _
wolejka.push(3);

//Zaznaczamy kolejny jako odwiedzony

pzucamy nd stos nieodwiedzonych nastepnikow

V[j] = true,

}
¥

}
pukaz(kﬂlejka)}

system ("pause”);

return 9;

}

1.10.4. Przeszukiwanie w gitab DFS

Tak jak w poprzednim algorytmie rozpatrywalismy wszystkie mozliwe drogi (wszerz),
tak w tym przypadku wybieramy krawedzie w ustalonej kolejnosci — np. w gore, w lewo,
w prawo, w dot. Kazda kolejna opcja jest wybierana wtedy, gdy poprzednia nie jest mozliwa.

Wykonaj symulacje tego algorytmu dla labiryntu z rysunku 1.14. Przyjmij zasade, ze docho-
dzac do wierzchotka, wybierasz zawsze droge w lewo. Wracajac do wierzcholka, z ktorego
mozesz kontynuowa¢ ruch, poruszasz sie zawsze przodem do kierunku ruchu.

Taki algorytm nazywa sie przeszukiwaniem w glab DFS (Depth — First — Search). Zgod-
nie z nazwa przy przeszukiwaniu ,,zagtebiamy” si¢ w graf.

Do imple mentacji tego algorytmu najlepiej wykorzystac stos. Wybrany wierzcholek umiesz-
“Zamy na stosie, zaznaczamy jako odwiedzony i wrzucamy na stos Wszy stkie jego nastep-
ik w porzadku malejacym.

Zadanie 1,27 Spréobuj napisa¢ implementacje tego algorytmu. Zastosuj rekurencje.
Algorytm D wykorzystujemy w dalszej czesci podrecznika do znajdowania cyklu Eulera.

gﬂﬁrafﬂﬂb wiemy juz duzo. Potrafimy je zapisywaé w pamigci komputera jako tablice %Q-
.ZTWa 1 liste sasiedztwa. Potrafimy przeszukac go wszerziw glgb. Pora teraz na rozwig-

- furtujgcych nas czesto problemoéw:

* Czy Mozna zaplanowac trase zwiedzania miejscowosci, w ktorej chcemy zobaczy¢ kilka
. Z[;akf.ji turystycznych, w ten sposob, zeby nie przechodzic dwa razy ta samg droga?

B 1 Y Mozna tak zaplanowac trase, Zeby nie oglagda¢ dwa razy tego samego’

)k to zrobji¢ optymalnie? Czyli tak, zeby bylo najkrécej lub najtaniej (co w pr zypadku

Wycieczek szkolnych czesto jest istotnym warunkiem ©).



1.10.5. Cykl Eulera — przez kazda krawedz
przechodzimy tylko raz

A
7y

U n

A

Cykl Eulera — cykl, ktory przez kazda krawedz grafu przechodzi dokfadnie jeden

S f,;.'
.
o

R

Warunki konieczne do istnienia:
. graf nieskierowany musi mieé parzysty stopien kazdego wierzchotka; 1
» graf skierowany musi mie¢ taka samg liczbe krawedzi wchodzacych i wychodzacych,

Znajdowanie cyklu Eulera

Wykorzystujemy znany nam stos. Bierzemy pierwszy wierzcholek (ten, od ktorego ,,star
tujemy”) i wrzucamy go na stos. Przechodzimy do kolejnego (wybieramy zawsze
z mniejszym indeksem), wrzucamy go na stos, 2 droge usuwamy. Schemat powtarzamy, a
osiggniemy wierzchotek, z ktérego nie mozemy juz nigdzie pojé¢. Pobieramy wtedy el
ment ze stosu — jest on kolejnym elementem cyklu —1 postepujemy identycznie jak prz
poprzednim wierzchotku. Robimy tak, az stos bedzie pusty. Otrzymany cigg wierzcho

jest cyklem Eulera.

Cykl Eulera dla grafu z rysunku 1.15

Rysunek 1.15. Graf

1.  Stos 1, 2. Cykl: —. Usunieta krawedz: 1 - 2.
2.  Stos 1, 2, 3. Cykl: —. Usunieta krawedz: 2 - 3.
3. Stos1,2,3, 1. Cykl: —. Usunieta krawedz: 3 - 1.

4. Nie mozemy nigdzie i§¢ — pobieramy element o numerze 1 ze stosu.

Stos 1, 2, 3. Cykl: 1.



i usunq.é krawqdé 2 -4,

do cyklu. Cykl: 1,3, 2,5, 4, 2, 1.

#include <iostream>
#include <vector>

;;ging namespace std;
vector <int> cykl;

vector <int> G[100];

int odwiedzone [10@][100];
int dfs(int v)

~ while(!G[v].empty())
B (
. int t = G[v].back();
G[v].pop_back();
- if(odwiedzone[v][t] == 0)
{
odwiedzone[v][t]=1;
odwiedzone[t][v]=1;
dfs(t);
cykl.push back(t);
E )

.

o
= main ()

o

int W,k,a,b;

%fn>>W}>k;
-%fhbruwudzamy krawedzie
PNt §21; icak; i++)

Stos: 1, 2, 4. Cykl: 1, 3. Usunieta krawedz: 2 - 4.
Stos 1, 2, 4, 5. Cykl: 1, 3. Usunigta krawedz: 4 - 5.
Stos 1,2, 4, 5, 2. Cykl; 1, 3. Usunieta krawedz: 5 - 2.

- Nadal nie mamy przejécia — pobieramy element 3 ze stosu. Mozemy juz dodac 4

przeszlisSmy wszystkie krawedzie. Zdejmujemy teraz elementy ze stosu i dodajemy



cout < LEL ReTs
adn 35 a 3> b;
//Numer poczqgtkowego i koricowego wierzchotka

G[a].push_back(b);
G[b].push_back(a);
¥
cout<<"Start: “;
int start;
cin>>start;
dfs(start);
cout<<start<<™ ";
for(int i = @ ; i <w ;i++)
cout << cykl.back() << " %
cykl.pop_back();
}
system("pause”);

return 9;

}

1.10.6. Cykl Hamiltona

. Drogeg, ktora przechodzi przez wszystkie wierzchotki grafu dokladnie jeden:‘fai?.
zywamy cyklem Hamiltona.

PEBI
%

Kazdy graf pelny (czyli taki, w ktorym istniejg polaczenia migdzy wszystkimi wierzcl'{
kami) o liczbie wierzchotkéw wiekszej od 3 jest gratem hamiltonowskim. Wszystkie wiefZ
chotki mozemy przejé¢ w dowolnej kolejnosci, ale za kazdym razem mamy do czynient
z rbzna liczba krawedzi, a w przypadku grafu wazonego — dodatkowo dtugoscig (koszte
drogi. I pojawia sie problem, jak znalez¢ wsr6d nich najkrotsza (najlepsza), czyli klasy
problem komiwojazera. Jak odwiedzi¢ n miast, pokonujac najkrotsza droge, 1 wrécié;'- -
miejsca, z ktorego sie wyruszyto? Zaktadamy przy tym, ze wszystkie miasta maj3 bezp¢
érednie polaczenia. Sprobujmy rozwigzaé zadanie na konkretnym przykiadzie. b

Konin Gliwice Poznan Warszawa .-J.:-
Konin 0 250 105 220 |
Gliwice 250 0 343 321

Poznan 105 343 0 313
Warszawa 220 | 321 313 0




. :orostszym SP osobem wydaje si¢ sprawdzenie wszystkich mozliwych przypadkow, czyli

mutacji ciggow, i wybor minimum. Poniewaz jednak dla ciggu n-elementowego liczba
: _mutacji wynosi n!/2 dla duzej liczby miast, jest to praktycznie niemozliwe.

e

"

zania tego problemu wykorzystuje si¢ algorytmy Kruskala lub Prima, ktore
alezieniu tzw. minimalnego drzewa rozpinajacego (drzewo rozpinajace
kie wierzcholki grafu, a zbiér krawedzi drzewa jest podzbiorem zbioru

:%olegﬂjﬂc nazn

N ,awiera wszyst

bﬂ rozZwia
. l 7:"_-"_' : wqui grafu) .

rzewo ma sume wag krawedzi najmniejszg z mozliwych. Po znalezieniu mi-
imalnego drzewa rozpinajacego przechodzimy je metodg pre-order (patrz opis pod ry-
unkiem 1.6), zapisujac wierzcholki, jezeli odwiedzamy je po raz pierwszy, i sumujgc wagi
lszczegélnych krawedzi. Na koniec dodajemy wage miedzy pierwszym i ostatnim wierz-
“holkiem, bo przeciez chcemy wrdcic, prawda?

~ Minimalne d

; Kruskala w odniesieniu do naszego przyktadu

1. Dla kazdego wierzchotka grafu tworzone jest drzewo jednostkowe. Dla ulatwienia

' bedziemy uzywac jako nazw wierzchotkow pierwszych liter nazw miejscowosci (K —
- Konin, P — Poznan, W — Warszawa, G — Gliwice). Zbiér drzew tworzy las. Nasz
las sktada sie z czterech drzew wierzchotkowych.

. Tworzymy zbior Z zawierajacy wszystkie krawedzie oryginalnego grafu:

KG — 250

KP — 105
KW — 220
GP — 343
GW — 321
PW — 313

Do momentu, az zbiér Z bedzie pusty, wybieramy i usuwamy kolejno krawedzie o naj-
1 Mniejszej wadze. Jezeli krawedz laczyla dwa rozne drzewa, dodajemy ja do lasu (13-
b, €Zymy je). Otrzymamy w ten sposéb minimalne drzewo rozpinajace (rysunek 1.16).

K Rysunek 1.16. Drzewo rozpinajgce

o/

N o
B &
© &




4. Przechodzenie pre-order — zapisujemy wierzchotki odwiedzane po raz plerwszys

K - P - W - G. Sumujemy krawedzie 105+313+321 i dodajemy wagg miedzy K i G
— 250. |

I e e : ; - .I.

Dla niektérych grafow mozna znalez¢ wiele drzew spelniajacych warunek drzewa
nimalnego. Jezeli myslisz, Ze to jeden z takich przypadkow, masz racje ©

Implementacje tego algorytmu zostawiam najbardziej dociekliwym. Powodzenial

1.11. Elementy teorii gier

Teoria gier to dzial matematyki zajmujacy si¢ badaniem optymalnych a
w przypadku sytuacji konfliktowych. Celem gracza w kazdej grze jest oczywiscie y
grana, ktora taczy si¢ z osiagnieciem korzysci (zebranie skarbow, zdobycie wladzy-}_';-:-;':
po prostu przetrwanie, przezycie). Teorie gier majg zastosowanie w wielu dmedzma
Ich zadaniem jest badanie strategii, jakie powinien przyjac gracz, zeby ﬂSingE}éi

najlepszy wynik.

3 L e
‘TR
QIR

S =T

Przy opracowywaniu strategii zawsze nalezy bra¢ pod uwage:
» zbiOr graczy,

« reguly,

» mozliwe straty,

« mozliwe wyniki,

« wyplaty (korzysci).

Zajmiemy sie analizg popularnych probleméw w teorii gier — gra w zycie 1 grg logiczna NII

1.11.1. Gra w zycie

W drugiej potowie XX wieku John Conway wymyslit gre, ktora zdobyla bardzo duza
larno$é. Gra jest modelem rodzenia sie, ewolucji, $mierci kolonii organizmoéw. Rozgrywa
w przestrzeni (dwuwymiarowa plansza podzielona na komorki) i czasie (kolejne pokole

Gre rozpoczynamy od ,,zasiedlenia” komorek.

Zasady gry wedtug Conwaya:
« Martwa komorka, ktora ma trzech sgsiadéw, rodzi sie.
. Zywa komorka pozostaje zywa, jezeli ma dwoch lub trzech sasiadow.



]eiﬂli zywa komorka ma mniej niz dwoch sasiadéw, umiera z samotnosci.
* ]e;teli Zywa komorka ma wiecej niz trzech sasiadéw, umiera z zatloczenia.
L

puterowej realizacji tego algorytmu wykorzystamy tablice, ktéra bedzie symulowaé
olonie i}rw‘ych organizmow. Komoérki niezamieszkale zapetniamy literg ,,0", pojawienie sie
kolo izmu zaznaczamy literg ,,x”. Potrzebna nam jest druga plansza, ktéra przechowuje stan
l{:jz;;egg pokolenia. Zawartosci kolonii nie mozemy zmienia¢ dynamicznie, bo przeciez

procesy » rodzenia si¢” i ,umierania” zachodzg w tym samym czasie.

Ihjkﬂﬂl

M\

i

] .;._.Wﬂrzym}r dwie plansze o rozmiarze stosownym do symulacji, ktérg chcemy prze-
3 Prnwadzié. Wypelniamy je na poczatku ,,0” (oczyszczamy z intruzéw ©). Kontrolnie

.
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8 oremy wyswietli¢, ze wszystko jest gotowe.
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.|Il_
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char plansza[20][20];
char nowa_plansza [20][20];
int i,7j,w,k,ilosc=0,pokolenie,p=0;
for( 1=0;1<20;i++)
{ for ( j=0;j<20;]j++)
{ plansza[i][j]='0";
nowa plansza [i][]j]="0";

i i

cout<<plansza[i][j]«« I

}

epnie zasiedlamy kolonie, podajac wspotrzedne wiersza (w) i kolumny (k), gdzie ma
POjawic si¢ zycie”. Przy wyborze miejsc do zasiedlenia pamietajmy, Zeby w zadnym po-
Koleniu nie przekroczy¢ zakresu tablicy. Zmienna ilo$¢ okreéla, ile mamy Zywych organi-
mow do zasiedlenia. Wyséwietlimy sobie od razu schemat naszej kolonii.
- Cin>>ilosc;
for (int 1=0; 1<ilosc; 1++)
{Cin>>w;

Cin>>k;

Planszaw][k]="x";
}

C " .
OUt<<"Kolonia: "<<endl:

for( i=0;i<20;i++)
L for (int j-0;j<20;5++)

COUt<<plansza[i][j]<<" ";
cuut{{ﬂhdl;

)



__eymozexsm

Pozostalo nam napisanie fragmenm kndu ktéry zawiera zasady gry. Zeby nie ,;
skoczy¢” poza planszeg, proponuje zaczaé od indekséw réwnych 1 i skonczy¢ na ﬁ

Oczywiscie mozna uzupelnic program o funkcje informujaca, czy w aktualnym re 0z.

miarze tablicy mozliwy jest dalszy rozw¢j, do czego zachecam.

Ponizszy fragment kodu wykona symulacje¢ dla jednego pokolenia. Jezeli chcem}r sy
mulacji dla n-tego, nalezy wywolac go n-krotnie.

for (i=1; 1<15;i++)

forr (J=1; 3<15; J++)

//Zmienna zliczajqgca liczbe sgsiadow
{ilosc=0;
//Pojawia sie nowe Zycie
if (plansza[i-1][j-1]=="x"') ilosc++;

if (plansza[i-1][j]=="'x") ilosc++;

if (plansza[i-1][j+1]=="x") ilosc++;

if (plansza[i][j-1]=="x"') ilosc++;
if (plansza[i][j+1]=="x") ilosc++;
if (plansza[i+1][j-1]=="x") ilosc++;

if (plansza[i+1][j]=="x") ilosc++;

if (plansza[i+1][j+1]=="x"') ilosc++;

1f (ilosc==3) nowa_plansza[i][j]="x";

//Nic sie nie zmienia
if (ilosc==2) nowa_plansza[i][j]=plansza[i][j];
//0rganizm umiera z zattoczenia

if (ilosc>3) nowa_plansza[i][j]l='0"';
//0rganizm umiera z samotnosci

1f (ilosc<2) nowa plansza[i][j]='o';

¥

//Funkcja kopiujqca struktury, w konkretnym przypadku tablice
//»nowa_plansza” do ,,plansza” (kolejne pokolenie jest bazowym
//dla nastepnego). Trzecim arqgumentem jest funkcja okreslajgca
//Liczbe kopiowanych elementéw

memcpy(plansza, nowa_plansza, sizeof(plansza));

Mamy juz wszystkie fragmenty gry. Pozostaje potagczy¢ je w catosé. Powodzenia!

Wykurzystuj 4C napisany program, sprawdz, jak bedzie wyglqdac kOIO
bakteru w PlE}tYm pokoleniu dla struktur przedstawionych na rysunku 1.17. |



Rysunek 1.17. Kolonie bakterii

Lot szybowca

R , cie jest przykladem automatu komorkowego. Automaty komorkowe stanowig juz
s ebny dzial naukiiznaj duja wiele zastosowan. Czy potrafisz wymienic¢ przyklady?

§ 1 11.2. Gra logiczna NIM

C 2y Znasz zabawe polegajacg na zabieraniu przedmiotéw (np. zapalek, kamieni) z kilku
. s6w (rzedow), taka ze na starcie kazdy miat r6zna liczbe elementéw? W mysl zasad gry,

-
- [
.

wykonujac ruch, gracz moze zabra¢ dowolna liczbe elementdw, ale tylko z jednej sterty. Ten,

Kto zabiera ostatni element, wygrywa lub przegrywa, w zaleznosci od przyjetej koncepcji.

|
!
N I

Zaimplementowanie takiej gry do komputera wydaje si¢ banalne. Przeanalizuj umiesz-
ny nizej przyklad dla trzech rzedéw po maksymalnie 10 elementéw. Liczbg elementow
do kazdego rzedu losuje komputer. Podczas wyswietlania elementy s3 symbolizowane zna-
kiem @. W implementacji zaktadamy, Ze gracz potrafi liczyC i nie zabiera z rzedu wiece;
elementéw, niz sie w nim znajduje ©

o
i -
N s

NIM dia dwéch graczy; wygrywa osoba, ktora weZmie ostatni
Kamyczek

- #include <iostreams
#include <cstdlib>
'*using Namespace std;
_vnid Wyswietl(int il,int i2,int i3)
{int i,
Or ( i=1; i<=i1; i++)
cout<<"@"<<" ";

3
Cout<<endl;

P (i=1; 1<=12; i++)

Cout<<"@"<<" "

2

Cout<<endl;

for (i=1; i<=13; i++)

CDU‘t{{ “@““'\‘:( won,

3

COut<<endl;



int main ()
{int rzadl[10],rzad2[10],rzad3[10];;
int rzad, ilosc;
int i,i1=0,i2=0,13=0,graczl,gracz2,numer=0;
srand(time(NULL));
for (i=0; i<10; i++)
{rzadl[i]=rand()%2;
if (rzadl[i]==1) il++;
¥
for (i=0; i<10; i++)
{rzad2[i]=rand()%2;
if (rzad2[i]==1) i2++;
}
for (i=0; 1<10; i++)
{rzad3[i]=rand()%2;
if (rzad3[i]==1) i3++;
}
wyswietl(i1,i12,i3);

while ((il+i2+i3)>0)

{numer++;

if (numer%2==0) cout<<"Gracz 2"<<endl;
else cout<<"Gracz 1"<<endl;

cout<<"podaj numer wiersza i ile zabierasz"<<endl;
cin>>rzad;
cin>>ilosc; 1
if (rzad==1) il=il-ilosc; |
if (rzad==2) i2=i2-ilosc; A
1f (rzad==3) i3=i3-ilosc; 1
wyswietl(il,i2,i3);
if (i1+4i2+i3==0) cout<<"Wygrana!!"<<endl;
}
system("pause");

return 0,

}

Przeprowadz symulacje (mozesz oczywiscie zmienié liczbe wierszy i kamykow) i
si¢ nad zwycieskg strategia. Czy potrafisz napisa¢ program, w ktérym jednym z grajgcye
jest komputer? 3




Ylasycznej grze wygrywa ten, kto zabierze ostatni element. Strategia wygrywajaca jest
| ktf:_.rej suma wartosci elementéw (dodawanie nimliczb) jest rowna 0. Tylko... co to sa

e nimliczY”

| dgialan.
=
|

liczby, ktore réznig sie od liczb naturalnych sposobem wykonywania

.................................

..;%- 1 1.3- Dﬁdawani& nimli!:Zb

' '-.ﬁ.._:-Suma dwoch réownych nimliczb wynosi 0: 77 = 0.

1.-',,:,:]ei{eli wieksza z nimliczb jest potega dwojki, dodaje si¢ je jak zwykle liczby: 8®7 = 15.
sdawanie nimliczb odpowiada operacji XOR (w C++ operator ») na cyfrach rozwinigcia
j_'éjknwegﬂ danej liczby.

odajmy dwie liczby:

"f?‘ 5= 100101,

51,=110011,

__.-;_:_ikjﬂm operacji XOR jest prawda wtedy, gdy oba elementy sg Iféinjé..} e
TI-OR 1 = FALSZ, 0 XOR 0 = FALSZ, 0 XOR 1 = PRAWDA, 1 XOR 2=PRA

T e e

100101, 37,
_ 110011, 51,
MM — suma 010110, 22,

“OWyzsze dziatanie w C++ zapisujemy tak:

" nik = 3? A 51;

*%:11.4. Mnozenie nimliczb

, * Jezeli wieksza z nimliczb jest rowna elementowi ciagu 1, 2, 4, 16, 256, ..., to mnozenie

. ;}jbwﬂ si¢ na zwyklych zasadach. |

E . _Zeh nimliczbe mnozy sie przez siebie, to wynik jest rowny sumie dwoch nimliczb —
€ Samej i czesci catkowitej jej potowy: 909 = 989/2 = 94 = 13.



1.11.5. Potegowanie nimliczb

« Potegowanie odbywa si¢ na standardowych zasadach — poprzez wielokrotne mnoze

nie nimliczb, czyli: |
It

xi i x&‘::&x_ !

&L ELI R WAl Napisz program — kalkulator wykonujacy operacje dodawania, mnoze
i potegowania nimliczb. Korzystanie z niego podczas gry w NIM utatwi wygrywanie ©

Powréémy do strategii wygrywajacej. Mamy trzy rzedy elementow.

llos¢ w systemie llos¢ w systemie
Numer rzedu Elementy dziesietnym binarnym
1 [TIT1 5 101
2 IEgRER 7 111
3 [11 3 011
NIM suma (operacja XOR) 5A7A3 = 1 001

Zeby NIM suma byta rowna 0, wystarczy z dowolnego rzgdu zabrac jeden element. Z
dziemy si¢ wtedy na pozycji wygrywajace;. 3

Istnieje ryzyko, ze liczba elementéw do zabrania przekracza liczbg elementow w naj
szym stosie. Jak w tym przyktfadzie. :

Numer rzedu Elementy Ilu;tz:i:;is;;t:;me Iius;iu:;ﬁ;t:]mie
] 0 0 9 1001 .
2 L1LELL L 7 0111 i
3 [11 3 0011 ]
NIM suma (operacja XOR) OATA3 =13 1101

W takiej sytuacji nalezy od otrzymanej liczby odjac liczbe elementéw w najwigkszym
sie i zostawi¢ na nim liczbe elementéw réwng otrzymanej roznicy: |

13-9=4

Zabieramy 9-4 =5

Numer rzedu Elementy “D;;:irsiﬁqiit::le Iluscb iu:;z;t:‘mmi
1 [T11 4 100
Z [ITIIII 7 111
3 11 3 011
NIM suma (operacja XOR) ANTAS = () 000

TP

ZLEDICWELY Napisz program pt. ,,Gra NIM” dla trzech stosow po 10 elementow.
nym z grajacych jest komputer. |

3

LAl
¥



ZmiEﬁ W SwWolm Prﬂqgramie Warunek “r}rgranEj — ten, ktﬂ Zﬂbierﬂ ostatni

oo’ P

pnie 1.32 Kazdy utamek zwykly postaci g (gdzie p i g s3 liczbami catkowitymi,
ﬁ Za Jednie pierwszymi) mozna przedstawi¢ w postaci utamka fancuchowego:

LR

a, T [
By Hni

d

il

:

1
q -

TfNapisz program, Ktory dla podanego p (licznika) i q (mianownika) wypisuje ciag liczb a;

Lo .

i r! ﬂ

N 1: .
,.aﬁ ane wejsciowe:
Liczby naturalne pig oznaczajace odpowiednio licznik i mianownik.

==

‘Wyjscie:

Ciag utamkow postaci a/b.
zykladowy rezultat:
danych wejsciowych:
ik:

______

| E Cj¢ najlepiej zdefiniowaé rekurencyjnie. Algorytm sprowadza si¢ d‘ﬂ ,,ﬂdwraﬂaﬂla '_
§ "amka” i wylaczania calosci, dopoki licznik nie osiggnie wartosci 1. |
3

———————

I.:;AE ] . .
j%_adame 2EE] Silnie podwdjng oznacza si¢ jako n!! Jest to iloczyn kolejnych liczb natu-
~¥ch do 11 7 krokiem 2.



P

Na przyktad:

6!l = 2%4%6

Ol = 183*5*7"9
Jezelin=01ub 1, to nll = 1.
Napisz program, ktory oblicza podwojna silnie podanej liczby naturalnej N.
Dane wejsciowe:

N

Wryjscie:

Nl

Przyktadowy rezultat:

Dla danych wejsciowych:

5

Wynik:

15

rEGELICI L Warto$¢ silni liczby N od N = 5 konczy sie co najmniej jednym
Napisz program, ktory oblicza liczbe zer w wartosci N! dla N < 1 500 000. |

Dane wejsciowe:

N

Wyijscie:

Liczba naturalna — liczba zer w N!
Przykladowy rezultat:

Dla danych wejsciowych:

26

Wynik:

6



—
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-

| W tym przypadku (jak i w wielu innych) czas wyknnywania programu skracamy, sto-
2 > sujac tzw. preprocessing, czyli méwigc inaczej — przetwarzanie wstepne. Mozemy wy-
A ona obliczenia potrzebne do realizacji konkretnego algorytmu w Innym programie

" = wyk{]rZ}"Stﬂé wyniki w ostatecznym.

e N { N
F Y
L L4

7adanie 1.3 -] Napisz program, ktory zwraca ostatnig niezerowa cyfre w N!

.-- ':lr 5

o 1

=1 Dane wejéCIGWE:
I

q' _{Wyjécie:

Cvfra — ostatnia niezerowa cyfra w NI
przykladowy rezultat:

:: = F -

Dla danych wejsciowych:

Wynik:

-.r'.j'aanie £l Liczbe nazywamy doskonaly, jezeli jest rowna sumie swoich dzielnikéw
__le;szych od niej samej (np. 6 = 1+2+3). Napisz program, ktéry dla podanego zakresu
0d2do N (2 < N < 10 000) wypisuje wszystkie liczby doskonate.

Jane wejsciowe:

* liczb doskonatych oddzielonych spacjami z zakresu od 2 do N.
$42 Hﬂdﬂwy rezultat:

:f__il_ :
danych wejsciowych:
100

K B
::::

< Awie Jjc,,

5 y byly znane juz w starozytnoci. Istniejg teorie wigzace 6 z liczbg dni, w kto-
8 St‘warzyl Swiat,a 28 z liczbg nocy, ktérych potrzebuje Ksiezyc na obiegniecie Ziemi.



r£GEVICREY) Liczby zaprzyjaznione sg to pary liczb naturalnych, w ktorych suma dzie
nikoéw jednej (oprocz samej liczby) rowna sie drugiej. Pierwsza taka pare znalazi Pitago.
ras — 2201 284.

Napisz program, ktory w podanym uporzgdkowanym ciggu N (2 < N < 100) liczb a,, a, .-.;;
a_(a <10 000) znajduje liczby zaprzyjaznione. |

Dane wejsciowe:
N — ilos¢ liczb.

a , a_— ciag liczb.

g @y o

Wyjscie:
W kolejnych wierszach pary liczb zaprzyjaznionych rozdzielone spacjg lub komunikat ,, i;
ma takich liczb”.

Przykladowy rezultat:

Dla danych wejsciowych:

10

10 208 220 245 284 678 1001 1184 1210 2000
Wynik:

220 284

1184 1210

. Liczbe naturalng nazywamy szczesliwa, jezeli ma parzystg liczbe cyfr, a su nr-
CYff Skﬁdajé}c}’ch sie na jej pierwsza polowe jest rowna sumie drugw] pﬂiﬂwy Napisz pl; )

gram, ktory sprawdza, czy wprowadzona liczba n jest szczesliwa.
Dane wejsciowe:

n

Wyjscie:

TAK lub NIE.

Przyktadowy rezultat:

Dla danych wejsciowych:

123321

Wynik:

TAK



e 132

anie ¥ Dodatnig liczbe catkowita nazywamy antypierwsza, jezeli ma wiecej dziel-
rP oW DiZ kazda liczba dodatnia mniejsza od niej.
2 ;

Przykjady: 1(1), 2(2), 4(3), 6(4).

NapisZ program, ktory dla danego przedziatu od 1 do N < 1000 zlicza liczby antypierwsze.
a

w}rjs’cie:

Liczba naturalna — ilo$c¢ liczb antypierwszych.

Przykladﬂw}’ rezultat:
Dla danych wejsciowych:
10
Wynik:
B
P Stowa Fibonacciego definiujemy podobnie jak liczby Fibonacciego:

FIB1 = b FIB2 = a FIBn = FIBn-1*FIBn-2 dla k >= 1, gdzie * jest znakiem operacji tacze-
nia (konkatenacji) stow.

Przyktad kilku kolejnych stow:
FIB3 = gb: FIB4 = aba; FIB5 = abaab; FIB6 = abaababa

Napisz program, ktory wezytuje stowo sktadajace sie z ciagu liter a, b oraz n — numeru
stowa Fibonacciego i oblicza, ile razy wprowadzone stowo wystepuje w stowie Fibonac-

1680 (stowa Mogy na siebie nachodzi¢). Zakladamy, ze stowo podane na wejéciu jest pod-

ci
sluwem n-tego stowa.

Dane wejsciowe:

tekst
Podstowo, n — numer stowa Fibonacciego.

WYjﬁciE:
Ic
zba faturalna — liczba wystapien podstowa.
P
rzyklﬂdﬂwy rezultat:




I RN AT st s . L

To zadanie pojawilo si¢ na III Olimpiadzie Informatyczne;. 4

Najbardzie; optymalnym rozwiazaniem jest zastosowanie algorytmu Knutha- Mﬂrrl 53 -'
_Pratta. Szczeg6towy opis algorytmu znajdziesz w Wikipedii. o

g
LA
il

E)IMWEH SM

1 Jak otrzymujemy utamki okresowe ze zwyklych, wie kazdy. A jak przebi ﬁ'f;._ |
proces ﬂdwmtny? Poniewaz kazdy utamek okresowy mozna zamieni¢ na zwykly, istn;

ﬂczywmme algorytm ktﬂry to pﬂtraﬁ

Wykonaj kilka préb zamiany ulamkéw okresowych na zwykte (np. 0,12(5); 3 (2
0,(1)). Czy odkryle$ algorytm?

;:..
ety
e

-'k- -'.I

A

.-.1-.
e

: 7] Poprawno$¢ podstawowych numeréw identyfikacyjnych, takich ]ak
ITP PESEL, REGON sprawdza sie za pomocg tzw. sum kontrolnych, ktore oblicza sig za

moca specjalnych algorytméw. Suma kontrolna jest przesyfana razem z danymi i s]:u ZY ¢
sprawdzania ich poprawno$ci. W przypadku numeru PESEL s3 to ostatnie cyfry ;-“.
Dziesigta cyfra oznacza ple¢ (parzysta — kobieta, nieparzysta — mezczyzna).

Sume kontrolng w numerze PESEL obliczamy wediug schematu:

o cyfre z przedziatu od 1 do 10 mnozymy przez odpowiadajacy jej wage z tabhcyw
staci (1,3.7:9;: 1,3.7, 9.1, 3);

» Wagi sumujemy;

» obliczamy reszte z dzielenia sumy przez 10. Jezeli reszta wynosi 0 — suma kﬂﬂtl'
réwna sie 0. W innym przypadku jest to warto$¢ bedaca uzupelnieniem reszty do 1

5

Napisz program, ktéry sprawdza poprawno$¢ wprowadzonego numeru PESEL 1 po€ I
ple¢ jej wlasciciela, korzystajac z oznaczen: F — kobieta, M — mezczyzna. Jezeli wprﬁ |
dzony numer jest niepoprawny, powinien pojawi¢ si¢ komunikat ,NJEPOPRAWNE DAN

Dane wejsciowe: 1
Ciag cyfr naturalnych rozdzielanych spacja — numer PESEL.
Wyjscie:

F lub M — ple¢ whasciciela lub komunikat , NIEPOPRAWNE DANE".



_kladowy rezultat:
Ola danych wejéciowych:
'5121968629

Wik

72danie 'WE] Mamy cigg n liczb naturalnych0 <n < 10° a, ., - a,gdziea <1000. Napisz

. } p———— awdzajacy, czy z kazdej dowolnie wybranej tréjki liczb mozna zbudowaé tréjkat.

iloé¢ liczb.
R ciag liczb naturalnych.

\ ifj? jscie:

TAK — jezeli mozna zbudowac tréjkat.
JIE — w przeciwnym wypadku.
adowy rezultat:

) danych wejsciowych:

-_{%f‘e %kl Czy wiesz, w jaki sposob jest weryfikowany kod PIN karty bankowej? Spraw-
Técl:ls: Zgﬂdnﬂéff numeru karty i PIN-u przez modul HSM (Hardware Security Model).
Owe: ‘f'du PIN i numeru karty modut ten potrzebuje tablicy konwersji — 16-elemen-
) tablicy cyfr od 0 do 9.

-+



Schemat dzialania modulu HSM:
« szyfrowany jest numer karty, w wyniku czego otrzymuje si¢ liczbe zapisang szesnastko
. 7 otrzymanej liczby zostawia sig tylko cztery pierwsze cyfry szesnastkowe;
e pozostawione cyfry zamienia sie na dziesietne z wykorzystaniem tablicy konwersji (cyf

rze szesnastkowej przypisuje si¢ odpowiednik dziesigtny, ktéry znajduje si¢ w kﬂmﬁ'
tablicy o rownym jej indeksie). |

Tak otrzymany numer powinien byc zgodny z kodem PIN.

Standardowa tablica konwersji T = (0, 1, 2, 3, 4.5 6. 7.890,1.2,3:4,5)k
Zaszyfrowany numer karty N — A8B3 1022 E223 1022.
Zostawiamy cztery pierwsze cyfry: A8B3.

Zamieniamy je na dziesigtne.

Znak | A 8 B 3
Indeks tablicy 10 8 11 3
Wartosc 9 v 0 2
PIN — 9702

J
Napisz program, ktéry na podstawie zaszyfrowanego numeru karty oblicza kod PIN. -

ELEHILE L Ll ROT13 jest prostym szyfrem przesuwajacym, polegajacym na zz ;.;
znaku tekstu jawnego na znak wystepujacy 13 pozycji po nim. Napisz program szyfruje
przy uzyciu ROT13. ]

Czy slyszales o liécie Hilberta? W 1900 roku odbyt si¢ w Paryzu
narodowy Kongres Matematykow, na ktorym David Hilbert przedstawil 23 nierozwigza
zagadnienia matematyczne. Do tej pory niektére z nich czekaja na rozwiazanie, jak s
hipoteza Goldbacha dotyczaca liczb pierwszych. Goldbach stwierdzil, ze kazda parzystd -
naturalna wieksza od 2 mozna przedstawi¢ jako sume dwoch liczb pierwszych? (np-
747:20 = 13+7 lub 17+3). Ta teoria do tej pory nie zostata ani potwierdzona, ani obal !?_::f-_
Moze to whaénie Twoje nazwisko pojawi si¢ na liscie Hilberta w kolumnie ,,aktualny sta

Zanim przystapisz do zapisywania si¢ na liscie odkry¢ naukowych, napisz programi,
czyta parzystg liczbe naturalng i rozktada jg na sume liczb pierwszych. b

Dane wejsciowe:

Parzysta liczba naturalna N.

» Goldbach uwazal 1 za liczbe pierwsza. Poniewaz obecnie tak si¢ nie uwaza, hipoteza doty¢€

liczb wiekszych od 5.



PrZYldadD“ry rezultat:

pla danych wejsciowych:

46
w}rnik:

23 23

7adanié W ¥! Drzewo Sterna-Brocota jest to konstrukcja liczbowa pozwalajaca na uzy-
rP skanie dowolnej liczby wymiernej. Zaczynamy od sekwencji dwoch ulamkow symboli-
| zujqcych odpowiednio 0 i nieskonczono$¢. Nastepnie na kolejnym poziomie wstawiamy

migdzy nic utamek o liczniku réwnym sumie licznikéw i mianowniku rownym sumie mia-
nownikow (rysunek 1.18).

C

i Y = g mediantem jest ufa-

0 ¢ 0o 0 ¢ 060 O

l"l!’!'»l-lmel'c 1.18. Drzewo Sterna-Brocota

Wiasnuici drzewa:

* Kazda liczba wymierna wystepuje tylko raz;
th drzewie wystepuja wszystkie dodatnie liczby wymierne, czyli kazda liczbg mozna za-
Pisac jako Sciezke od korzenia do liczby.

AC | & 5 -

inthﬂle Brocot byt z zawodu zegarmistrzem. Poszukaj odpowiedzi na pytanie, dlaczego za-

Za fresowal sie uporzadkowaniem utamkéw w drzewo. Tym samym poznasz praktyczne
St0sowanie tej struktury.




Napisz program, ktory dla podanego N wypisuje liczbe elementéw (przyjmujemy,

poziomie 0 mamy sekwencj¢ dwoch utamkow: — i ]E ).

Dane wejSciowe:

Liczba naturalna N (2 < N < 20).

Wyjscie:

Liczba naturalna — liczba elementéw w drzewie na N-tym poziomie.
Przykladowy rezultat:

Dla danych wejsciowych:

4

Wynik:

17

P

nownikach nieprzekraczajacych N, posortowane rosngco.

Otrzymany ciag jest ciaggiem Fareya.

eYMoze)sM

Dane wejSciowe:

N

Wyijscie:

Ciagg ulamkow postaci a/b.
Przykladowy rezultat:

Dla danych wejsciowych:
8

Wynik:

0/11/8 1/7 1/6 1/5 1/4 2/7 1/3 3/8 2/5 3/7 1/2 4/7 3/5 5/8 2/3 5/7 3/4 4/5 5/6 6/7 718



